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Resumen— Un elemento fundamental en la ensefianza
de las matematicas son las tareas que el profesor disefia
para que el estudiante construya conocimiento o desarrolle
alguna idea matematica. Por tal razon, resulta relevante
preguntar si es posible establecer un conjunto de
principios que orienten el disefio de tareas de instruccién.
En este articulo se identifican y estructuran algunos
principios de los marcos de resolucién de problemas,
demanda cognitiva y mediaciéon instrumental que se
utilizaron para disefiar una tarea sobre mecanismos
articulados, la cual se implementé con estudiantes de
segundo semestre de una licenciatura en Fisica. Los
resultados indican que la tarea favorecié el desarrollo de
diversos elementos del pensamiento matematico en los
estudiantes; sin embargo, fueron las estrategias didacticas
utilizadas por el profesor las que determinaron el nivel de
demanda cognitiva durante la actividad en el aula.

Palabras clave— Tareas de Aprendizaje, Pensamiento
Matemditico, Software Dindamico, Ley de Grashof.

I. INTRODUCCION
De acuerdo con [1] las tareas que el profesor emplea en
el salon de clase son la base para el aprendizaje de los
estudiantes. Las tareas que demandan llevar a cabo
procedimientos memoristicos, o aquellas que requieren
de un razonamiento conceptual y el establecimiento de
conexiones entre diferentes conceptos y técnicas,
ofreceran a los estudiantes oportunidades diferentes para
aprender ;Qué tipo de tareas son adecuadas para
promover el desarrollo de una forma matematica de
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pensar? ;Qué elementos se deben considerar en su
disefio? La perspectiva de resolucion de problemas
considera que las tareas no rutinarias son vehiculos para
favorecer una forma de pensar consistente con el
quehacer que desarrolla un matematico durante su
actividad profesional. Estas tareas se caracterizan
porque permiten al estudiante explorar, discriminar
entre informacion relevante de aquella que no lo es,
encontrar relaciones entre datos e incdgnitas, observar
patrones, formular y validar conjeturas, comunicar
resultados y elaborar generalizaciones.

Las tareas de aprendizaje en matematicas son
importantes por tres razones: (i) la instruccién en clase,
por lo general, se organiza alrededor de tareas
matematicas, (ii) las tareas en que los estudiantes se
involucran determinan lo que aprenden y cémo lo
aprenden y (iii) las tareas son un medio para que los
investigadores realicen propuestas curriculares [2].

En este contexto, y dado que una de las funciones
principales de los profesores de matematicas, debiera
consistir en disefiar actividades o tareas de aprendizaje
que promuevan entre los estudiantes un proceso de
discusion que conduzca al desarrollo de una forma
matematica de pensar, la presente investigacion busca
documentar y analizar el papel de una tarea de
instruccidon, disefiada bajo los principios de tres
perspectivas tedricas, en el desarrollo de diversos
aspectos del pensamiento matematico en los estudiante,
asi como de un aprendizaje con entendimiento [3].
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II. MARCO CONCEPTUAL

El marco conceptual de la investigacion esta integrado
por tres elementos:

(1) la perspectiva de resolucion de problemas, que aporta
el sustento para responder a preguntas tales como: ;qué
significa aprender matematicas?, y ;qué significa pensar
matematicamente? Una idea importante en resolucion
de problemas es que el aprendizaje de las matematicas
involucra el desarrollo de una disposicion para explorar
e investigar relaciones, emplear distintas formas de
representacion al analizar fendmenos, usar distintos
tipos de argumentos y comunicar resultados [4]. Es
decir, que el estudiante use estrategias empleadas
cominmente por los matematicos al resolver problemas
[51;

(iii) el uso de las tecnologias digitales es un elemento
que influye en el proceso de aprendizaje, dado su
cardcter de mediador entre el sujeto que aprende y el
objeto de aprendizaje, por lo que es necesario integrar
construcciones teoricas que ayuden a prever el efecto
del uso de estas herramientas sobre la actividad de los
estudiantes y los procesos cognitivos que pueden
desarrollar durante la construccion de comprension
conceptual. Por ejemplo, el uso de una herramienta
computacional no solo hace mas potentes algunas
heuristicas (estrategias de resoluciéon de problemas),
sino que también demanda del estudiante mayores
niveles de razonamiento [4]. Una premisa teorica
considerada en este trabajo es que cuando se incluye a
las herramientas tecnoldgicas en el proceso de
aprendizaje de las matematicas, estas permiten no solo
realizar un mejor trabajo, sino que permiten desarrollar
una forma diferente de pensar y aprender [6];

(iii) el tercer elemento que se incorpora al marco
conceptual, es el constructor de la demanda cognitiva de
las tareas de aprendizaje matematico [7], el cual se
incluye porque este es un aspecto fundamental para que
el estudiante logre el objetivo u objetivos de
aprendizaje, esto es, construya conocimiento
matematico a través de su accion sobre la tarea.

Es importante mencionar que la demanda cognitiva
de una tarea matematica puede decaer durante la
implementacion de la misma, por lo cual el profesor
debe estar atento al desarrollo de la actividad de los
estudiantes para promover un ambiente de trabajo en el
que el nivel de demanda se mantenga o incremente. En
la tabla 1, se muestran las actividades y procesos
asociados con el mantenimiento o disminucion de los
niveles de demanda cognitiva durante la ejecucion de
una tarea [8].
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TABLA 1
PROCESOS ASOCIADOS CON EL MANTENIMIENTO O DISMINUCION DEL
NIVEL DE DEMANDA COGNITIVA

Mantenimiento Disminucion
(i) “Presionar” a los | (i) Hacer rutinarios
estudiantes para que den | aspectos problematicos

justificaciones, de la tarea.
explicaciones /o | .. . .
XPI! Y (i) Desviar la atencion
significado a  través .
del significado,

preguntas y/o

. conceptos, o la
comentarios.

comprension de la idea
(ii) Seleccionar tareas | central de la actividad.
que se Dbasan en
conocimientos  previos
del estudiante.

(iii) Proporcionar poco
tiempo para entender la
tarea, o dar demasiado al
(iii) Elaborar dibujos | grado de que los

frecuentemente, para | estudiantes queden a la
buscar conexiones | deriva.
conceptuales. . .

(iv) Seleccionar tareas
(iv) Proporcionar | inapropiadas para
suficiente tiempo para | determinado grupo de
explorar. estudiantes.

III. METODOLOGIA

Para la fase de trabajo de campo, se disefld una tarea
de aprendizaje matematico que se implementé en una
universidad publica, con un grupo de doce estudiantes
de segundo semestre de una licenciatura en fisica, cuyas
edades estaban comprendidas entre los dieciocho y
veinticinco afios de edad. Durante el primer semestre de
sus estudios de licenciatura los estudiantes cursaron una
asignatura en la cual hicieron un uso sistematico de
herramientas computacionales para resolver problemas,
y en el semestre durante el cual se llevd a cabo la
actividad cursaban Célculo Diferencial y Geometria
Analitica. La mayoria de los estudiantes manifestd tener
poca experiencia con el uso del software de geometria
dinamica Cabri Geometry, aunque habian usado
Geogebra y Maple.

La tarea que se disefio, se enmarca en el contexto de
la mecanica, particularmente en el area de la cinematica
de mecanismos, en la cual existe un criterio para
verificar bajo qué condiciones una de las barras de un
mecanismo de cuatro barras articuladas podra efectuar
revoluciones completas, con relacién a alguna de las
otras tres. Este criterio se conoce como Ley de Grashof
y tiene relacion con propiedades geométricas de
cuadrilateros. La motivacion principal para elegir esta
actividad fue que en la literatura consultada, se enuncia
dicho criterio sin hacer una discusion respecto de su
validez [7].
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El disefio de la actividad considero 4 elementos que
desde nuestra perspectiva debe poseer toda tarea: (i) un
objetivo de aprendizaje, (ii) consideracion de los
elementos matematicos que se estructuraran en torno al
objetivo de aprendizaje, (iii) descripcion del escenario
para desarrollar la tarea y (iv) consideracion y analisis
de un proceso inquisitivo, descrito mediante una
trayectoria hipotética [4].

En mecéanica, un mecanismo de cuatro barras no
deformables, articuladas en sus extremos, es también
conocido como mecanismo de Grashof, si se cumple
que al menos una de las barras pueda dar una revolucion
completa con relacion a alguna otra barra. Dado un
cuadrilatero cuyas longitudes de sus lados son A, B, C'y
D, averigiie si es un mecanismo de Grashof. ;Qué
criterio puede usar para saber si un mecanismo de 4
barras, es de Grashof?

Durante la ejecucion de la tarea, la actividad del
profesor consistio en hacer preguntas que motivaran a
los estudiantes para tratar de justificar sus
observaciones, comunicar sus ideas y resultados. Este
proceso inquisitivo tuvo el objetivo de mantener el nivel
de demanda cognitiva de la tarea. Las preguntas que el
profesor formulara no debian de ayudar de mas al
estudiante, pero debian enunciarse de forma tal que
guiaran su trabajo y le permitieran encontrar las
conexiones propuestas en la ruta hipotética elaborada de
forma previa a la implementacion de la tarea.

En la fase de analisis se contrastd la ruta hipotética
contra la ruta seguida realmente por los estudiantes y se
tratd de identificar qué variables influyeron en las
desviaciones.

IV. RESULTADOS

Durante el desarrollo de la actividad, se sugirid a los
estudiantes que abordaran algunos casos particulares y
que fueran explorados con Cabri Geometry,
particularmente con apoyo del comando “animacion”
con lo cual se esperaba que los estudiantes identificaran
patrones de comportamiento en las distintas
configuraciones geométricas, que plantearan conjeturas
sobre el funcionamiento del mecanismo de Grashof,
para posteriormente tratar de justificarlas formalmente.

En la figura 1 se muestra un caso particular en el que
mecanismo de longitudes 2, 4, 5 y 7 configurado en
Cabri puede funcionar como mecanismo de Grashof, al
animar la barra mas corta y mantener inmdvil la barra
de longitud 5 , se verifica que puede dar vueltas
completas sin problemas.
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Fig 1 Posible configuracion para un mecanismo.

Este caso particular que fue propuesto a los
estudiantes, les permitio conjeturar que si las longitudes
de las barras mas corta y mas larga (2 y 7) suman lo
mismo que las longitudes de las otras dos barras (4 'y 5),
el mecanismo puede operar como tipo Grashof.

En la figura 2, se muestra otra configuracién con
cuatro barras de las mismas longitudes que en el caso
previo. Al tratar de animar la barra de longitud 4 y
mantener estatica la barra mas larga, se verifica que el
mecanismo no puede operar como tipo Grashof.

2.00cm

4,00 cm 5,00 cm

7,00 cm

Fig 2 Otra configuracion con las mismas barras

En la figura. 1 se puede notar que las barras A 'y C
articuladas por uno de sus extremos a la barra D
(estatica), tratan de efectuar movimientos de rotacion
pura, sin embargo la barra B tiene una tendencia muy
particular: trata de rotar, pues sus extremos estan
articulados con los extremos libres de A y C, y ademas
tiene tendencia a trasladarse. Este tipo de movimiento,
se conoce en cinematica, como movimiento plano
general. Los puntos intermedios de la barra B, también
llamada barra acopladora, describen por lo general
lugares geométricos poco comunes, que suelen
representarse con polinomios de hasta sexto grado [9].
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Durante la realizacion didactica se observd que la
mayoria de los estudiantes propuso sus propios casos
particulares con el objetivo de obtener una mejor
compresion de la tarea. Propusieron, por ejemplo, el
mecanismo de cuatro barras cuyas longitudes fueran 3,
4, 5y 6, por otro lado los estudiantes empezaron a
conjeturar que la condicion para que la manivela gire
completamente tiene que ver con la suma de longitudes
dos de las barras y su comparaciéon con la suma de las
longitudes de las otras dos.

Algunos estudiantes tuvieron la iniciativa de explorar
el comportamiento de los angulos para encontrar
relaciones entre las longitudes de los lados, los angulos
y el hecho de que el mecanismo funcione. Un equipo
por cuenta propia empezd a cuestionarse ;/qué pasa si en
la misma configuracion tratamos de dar giros a otra de
las barras?, es decir, sugirieron cambiar de manivela.
Otro equipo dividio el cuadrilatero en dos tridngulos por
medio de una diagonal, para analizar los angulos, lo que
les permiti6 argumentar que las diagonales del
mecanismo podian medir a lo més la suma, o a lo
menos, la diferencia de dos de las barras. El mismo
equipo propuso utilizar la ley de cosenos para tratar de
calcular los angulos del mecanismo en términos de las
longitudes de las barras.

En  términos  generales, las  observaciones
preliminares al término de la realizacién didactica,
permiten considerar que los objetivos planteados para la
tarea de aprendizaje fueron alcanzados y el software de
geometria dindmica fue relevante para tal fin, ya que les
permitid a los estudiantes descubrir por cuenta propia la
Ley de Grashof. Los estudiantes mostraron disposicion
para tratar de justificar formalmente sus conjeturas.

Una de las aportaciones relevantes de este estudio es
que a diferencia de estudios previos relacionados con el
diseflo de tareas de aprendizaje, se traté de mostrar con
detalle como fue disefiada una tarea en particular, desde
la eleccion de un contexto, el establecimiento los
objetivos de aprendizaje, la forma en que los elementos
del marco conceptual incidieron en el diseflo, hasta el
desarrollo de la guia de aplicacion, el establecimiento de
rutas hipotéticas de solucion y las preguntas que se
consideran relevantes para que el profesor propicie un
ambiente inquisitivo durante la implementacién de la
tarea.

Con base en los resultados obtenidos en este trabajo
se sugieren algunas lineas de investigacion que podrian
ayudar a avanzar en la agenda orientada a establecer el
papel de las tareas de instruccion en el desarrollo de un
pensamiento matematico en los estudiantes.

(1) Contrastar las estrategias de resolucion de tareas de
aprendizaje disefiadas bajos los principios aqui
establecidos en diferentes escenarios de instruccion.
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(2) Revisar el marco de la demanda cognitiva de las
tareas de aprendizaje con base en tareas que
promueven el uso de tecnologias digitales.

(3) Analisis de los elementos de un disefio curricular
basado en tareas de aprendizaje matematico.

(5) Analisis de las caracteristicas de los sistemas de
formacion profesional que propicien el desarrollo de
conocimientos y habilidades necesarios en el disefio
de tareas de aprendizaje.

V. APENDICE A

ALGUNOS PRINCIPIOS IDENTIFICADOS PARA EL DISENO DE
TAREAS DE APRENDIZAJE MATEMATICO

Resolucion de Problemas

Las actividades planteadas deben centrarse en el
proceso de pensamiento de los estudiantes, de forma
que favorezcan su autonomia y les permita reconocer
que un problema puede tener multiples soluciones.

Las actividades deben promover y facilitar la
experimentacion, asi como la elaboracion de conjeturas;
la discusion y comunicacion de ideas y estrategias,
ademds de que deben crear conexiones entre los
conocimientos previos y los que se vayan adquiriendo.

Deben conectar distintas areas de las matematicas u
otras areas del conocimiento.

Demanda Cognitiva

Plantear problemas que admiten varias soluciones y
representaciones, y que creen conexiones entre distintas
areas de las matematicas.

Proveer el tiempo adecuado para solucion de la tarea,
(ni mucho, ni poco).

Plantear problemas que se basen en los
conocimientos previos de los estudiantes.

Realizar preguntas que permita a los estudiantes la
extension de la actividad y la generacion de nuevos
problemas.

Tecnologia Digital

El uso de software dinamico para resolver las tareas
debe contribuir a evitar o disminuir practicas
algoritmicas inicamente.

La tecnologia puede favorecer la identificaciéon de
patrones subyacentes a la resolucion de la tarea.

El software se debe wusar para facilitar la
identificacion e implementacién de heuristicas en la
solucion de los problemas e incluso para extenderlas.

La incorporacion de herramientas digitales puede
permitir a los estudiantes explorar problemas que con
solo lapiz y papel serian menos accesibles.
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VI. APENDICE B
SUGERENCIAS EN RELACION CON EL DESARROLLO
CURRICULAR
Los contenidos matematicos a discutir en clase
deberian estar enfocados a no so6lo fomentar aspectos
rutinarios y memoristicos.

Bajo el enfoque presentado en este trabajo, los
contenidos no pueden enseflarse en una secuencia
lineal, que es como suelen aparecer en el curriculum.

El tiempo asignado a la revision de cada contenido
deberia ser lo suficientemente extenso para que los
estudiantes se involucren con procesos tales como
identificar  patrones, plantear estrategias de
resolucion de problemas, experimentar ideas,
plantear conjeturas, tratar de dar justificaciones
formales, extender y formular nuevos problemas
(pensar matematicamente).

La tecnologia digital en clase de matematicas
deberia ser sistematica, ya que existe consenso en
cuanto a la importancia que tienen.

La demanda cognitiva es un elemento a tomar en
cuanta durante el disefio curricular, establecer
actividades de aprendizaje con un alto nivel de
demanda cognitiva es fundamental.
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