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0.1. Introduccién

0.1. Introducciéon

La teorfa de grupos tiene su origen en el trabajo de E. Galois [2] sobre
solubilidad por radicales de la ecuacién a,xz" + a,_12" ' 4 +ayx +ag = 0.
Sin embargo, algunos resultados de la teoria de grupos habian aparecido con
anterioridad en trabajos de otros matematicos, entre los que se encuentra
Cauchy [24]. Por lo anterior, es pertinente senalar que el término grupo es
acuiiado y usado sistematicamente por Galois en su trabajo!: “Memoir on the
Conditions for Solvability of Equations by Radicals”[6], pagina 101. Dado que
el trabajo de Galois citado versa sobre las raices de polinomios, el concepto
de grupo usado por Galois se restringe a lo que hoy llamamos el grupo de
permutaciones de n elementos.

La formulacién axiomatica de la teoria de grupos como se conoce actual-
mente, se inicia con el trabajo de H. Weber: “Die allgemeinen Grundlagen
der Galois’schen Gleichungstheorie”. Math. Ann. 43 (1893), 521-549, pagina
522.

Hoy en dia, la teoria de grupos es una de las dreas de matematicas que mas
aplicaciones tiene. Estas van desde las ciencias exactas hasta la musica. En
las ciencias exactas, las aplicaciones incluyen areas tales como geometria al-
gebraica, teoria de numeros y topologia algebraica; en fisica y quimica su
aplicacion tiene lugar en el estudio de simetrias de las estructuras molecula-
res, mientras que en la musica, una fuente que da cuenta de su aplicacion es
[16].

En este texto introductorio a la teoria de grupos presentamos una discusién
de los conceptos y resultados basicos, pero fundamentales, que se presentan
en un primer curso de teoria de grupos de una licenciatura en matematicas.
Como requisito para una mejor comprensién de los temas, esperamos que
los lectores estén familiarizados con los resultados bésicos de dlgebra lineal,
calculo diferencial y con la notacion estandar de la teoria de conjuntos. Los
contenidos se pueden cubrir en un curso semestral de 60 horas.

La presentacion de los temas esta acompanada por listas de ejercicios que
tienen la finalidad de auxiliar al lector en el aprendizaje de los contenidos y
procesos necesarios para lograr un entendimiento profundo de los conceptos
bésicos de la teoria de grupos. Por esta razon, recomendamos al lector abor-
dar y, de ser posible, resolver todos los ejercicios planteados en el texto. De

'Los interesados en estudiar la versién original de los trabajos de Galois pueden con-
sultar [2].
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manera adicional, presentamos un par de problemas abiertos, Problemas 3.3.1
y 3.3.2 pagina 98, que el lector interesado en la teoria de automorfismos de
grupos puede explorar. Estos problemas tienen como finalidad mostrar al
lector que desde un curso introductorio se pueden abordar problemas que
lleven a nuevos resultados.

Los principales teoremas que se discuten en este texto son: el Teorema de
Lagrange, el Teorema de la Correspondencia, los Teoremas de Isomorfismo,
los Teoremas de Sylow, el Teorema Fundamental para grupos abelianos finitos
y algunos resultados sobre grupos solubles y nilpotentes. También se presenta
la clasificacién de los grupos de orden < 15. El estudio y clasificacién de los
grupos de orden 16 llevaria a un trabajo que sale de los objetivos del presente;
sin embargo, para el lector interesado en este tema le sugerimos consultar [17],
en donde se estudian algunos grupos de orden potencia de 2.

Para finalizar, quiero expresar mi agradecimiento a todas las personas que
hicieron posible la elaboracién de este trabajo, muy especialmente a los re-
visores por sus valiosas sugerencias y recomendaciones para mejorar la pre-
sentacion del texto. Los errores que contenga la obra son de mi absoluta
responsabilidad.

Pachuca, Hidalgo, septiembre de 2004

Fernando Barrera Mora
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Prologo

La Teoria de Grupos es la mas poderosa e influyente de toda la Matematica.
Su éxito es enorme, influye en casi toda la Matematica y en otras disciplinas
cientificas y artisticas. Un lego y un experto en la materia siempre resul-
tan enormemente impactados del quehacer y creatividad de unos cuantos
seres humanos dedicados a esta noble actividad, producto de la evolucién del
pensamiento humano.

Algunos sistemas numéricos son conocidos por el comin de la gente, sin
embargo, dificilmente perciben que realmente lo que se ha hecho en Teoria
de Grupos, es extraer lo esencial de dichos sistemas y otras situaciones, a
saber, dado un conjunto no vacio definimos una operacién binaria en él, tal
que cumpla ciertos axiomas, es decir, le damos una estructura de grupo.
Este texto estd muy bien escrito, con un lenguaje muy preciso. El temario
que posee es completo y expuesto breve y concisamente. A diferencia de otros
textos extranjeros, el autor expone el mismo temario utilizando pocas paginas
y lo hace de manera elegante.

El texto tiene una caracteristica importante. Requiere de un buen trabajo
desarrollado por el profesor al exponer cada tema asi como el del alumno
para asimilarlo. Esto es, el texto esta escrito dejando un buen nimero de de-
talles en las demostraciones que le permiten al profesor exponer lo relevante,
sugerir algunos detalles y a los alumnos la oportunidad de obtener formacion
matematica al trabajar en dichos detalles. Esta caracteristica esta realiza-
da consciente y convincentemente por el autor. Algunos ejercicios son retos
mayusculos para el estudiante. Pero asi es el aprendizaje serio de la Ma-
tematica.

Es un gusto enorme tener un libro bien escrito por un matematico mexicano,
quien profesa un gran amor a su profesion plasmado a lo largo del texto y que
tendra una gran difusion al alcance de toda la comunidad matematica, en
especial la hispanoamericana, que tanta necesidad tiene de acceder a libros
como éste. Con esta publicaciéon se inicia la serie de publicaciones de libros
de texto que el Centro de Investigacion en Matematicas de la Universidad
Auténoma del Estado de Hidalgo (UAEH) tiene planeada como parte del
quehacer académico que le dio origen.

Esta primera edicion se realiza en forma conjunta entre la UAEH y la Socie-
dad Matemaética Mexicana (SMM) y tiene dos versiones, una electrénica que
estd a cargo de la SMM vy la otra impresa que realiza la UAEH.

Emilio Lluis Puebla
Miembro del Comité Editorial de la Sociedad Matematica Mexicana






Capitulo 1

Definiciones y resultados
generales

1.1. Algunas propiedades de los enteros

Es dificil, por no decir imposible!, encontrar areas de las matematicas que no
hagan uso de las propiedades aritméticas basicas de los enteros, la teoria de
grupos no es la excepcién. Con esto en mente, queremos iniciar la discusion de
este trabajo presentando algunas propiedades de los enteros. Antes de iniciar,
es importante aclarar aspectos relacionados con la notacion y la terminologia
que usaremos en la discusion. Se usaran los simbolos usuales de la teoria
de conjuntos para denotar, pertenencia, subconjuntos, complementos, etc.
Sin mayor explicacion se usaran algunas propiedades de los niimeros reales y
complejos. Los conjuntos de los niimeros naturales, enteros, racionales, reales
y complejos seran denotados por N, Z, Q, R y C respectivamente. El simbolo
=<« lo usaremos para expresar que se ha llegado a una contradicciéon en
algin argumento. El simbolo m se usara para indicar el fin de una prueba.

1.1.1. Aritmética en Z

Es bien sabido que al considerar dos enteros a y b, el cociente de a por b no
siempre deja residuo cero, lo que da lugar al concepto de divisibilidad, uno
de los mas importantes en teoria de nimeros. De manera precisa se tiene:

!Este enunciado es una forma de parafrasear al Matematico L. Kronecker (1823-1891):
Dios creo a los numeros naturales, todo lo demds es producto del hombre.

11
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1.1.1 DEFINICION Sia y b son nimeros enteros, se dice que b divide a a o
que b es un divisor de a, denotado bla, si existe un entero ¢ tal que a = be.
Si no existe ¢ tal que a = cb, se dice que b no es divisor de a y se denota por

bta.

Para subsanar el problema de la no divisibilidad se tiene el siguiente resulta-
do, el cual de manera precisa establece la relacién que guardan dos enteros
al ser dividido uno por el otro.

1.1.1 TEOREMA (ALGORITMO DE LA DIVISION) Para cualesquiera a,b €
Z, b > 0, existen unicos enteros r y q tales que a =bq +r, con 0 < r < b.

Demostracion. Caso I. a > 0. En este caso podemos aplicar induccion. Si
a = 0 se tiene 0 = b -0+ 0, de esta manera se puede suponer que a > 0. Si
a = 1 se tienen dos subcasos: si b = 1 entonces 1 = 1-1+0. Si b > 1, entonces
a = b-0+a. Supongamos a > 1y apliquemos la hipdtesis inductiva, es decir,
se cumple que a = bg+ 1, con 0 < r < b. Entonces a+ 1 = bg+ 1 4+ r. Como
r < b, entonces r+1 < b. Sir+1 =20, setienea+1=(b+1)g+0.Si
r 4+ 1 < b, obtenemos a + 1 = bg + (r + 1), con 0 < r+ 1 < b. De cualquier
forma se tiene a = bg + r, con 0 < r < b como se afirmo.

Caso II a < 0, entonces —a > 0. Del Caso I, —a = bg; + 11, 0 < r; < b,
de esto a = b(—q1) + (—r1). Si 1 = 0 hemos terminado, si r; > 0 entonces
O<b<b+mrmya=b-gp—1)+(b—r1),con0<b—r <b.

Unicidad. Supongamos a = bg + r = bq' + r’, entonces b(¢ — ¢') = 1" —r. Si
r’ > r, setiene g—¢ > 0, es decir, g—¢' > 1, de esta forma b(q—¢') = r'—r > b
y de esto ultimo, r’ > b+r, =<«. Sir > 1/, entonces ¢ — ¢ > 0 y nuevamente
se tiene una contradiccién, por lo que se debe tener r =1y qg—¢ =0.m

1.1.1 OBSERVACION El teorema anterior puede extenderse suponiendo b #
0. Si b < 0 entonces —b > 0 y por el teorema concluimos que a = —bq +r =
b(—q) +r, con 0 <r < —b.

1.1.2 DEFINICION Un entero p € N\{1} es primo, si los inicos divisores
positivos de p son 1 y p.
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1.1.3 DEFINICION Dados a,b € 7, se dice que d € Z es un mdzimo
comun divisor, abreviado mcd, de a y b si

(i) d|ayd]b.

(i1) Si otro entero d satisface: d' | a y d' | b entonces se debe tener que

| d.

1.1.2 OBSERVACION Sidy d; satisfacen (i) y (ii) entonces d = d;. El méximo
comun divisor de a y b se denota por med(a, b).

Demostracion. Como d; satisface (i) y (ii), entonces d | d;. Cambiando los
papeles entre d y d; y argumentando como antes se tiene que d; | d; dado
que ambos son positivos se concluye lo deseado.

1.1.2 TEOREMA Dados dos enteros a,b con al menos uno diferente de cero,
entonces el med(a, b) eziste y med(a,b) = d = ax + by, para algunos enteros

z,y.

Demostracion. Sea S = {ax +by|x,y € Z} C Z. Se tiene +a, £b € S. Debido
a que al menos uno de a 6 b no es cero, entonces S tiene elementos positivos,
de esta manera S NN = (). Por el principio del buen orden en N, existe un
elemento minimo d € S. La demostracién concluira si probamos la siguiente:
Afirmacién. d = mcd(a, b). Primeramente se mostrara que d divide a cual-
quier elemento de S. Sea ax + by € S, por el algoritmo de la division, existen
q,v € 7Z tales que ar + by = qd + r, con 0 < r < d. También se tiene
que d = axg + byy, para algunos zg,yo € Z, por lo que axr + by — qd =
ax + by — qroa — qyob = (x — qxo)a + (y — qyo)b = r y de esto se concluye
que r € S. La minimalidad sobre d implica » = 0. Como a,b € S entonces
dlay d|b. Sidy | ay dy|b, entonces dy | axg+ byo = d, y de ésto se tiene que
d =mcd(a,b). m

1.1.4 DEFINICION Dos enteros a y b se dicen primos relativos si med(a, b) =
1.

1.1.1 COROLARIO Dados a,b € Z, a y b son primos relativos <= existen
ag, by € Z tales que 1 = aag + bby.

Demostracion. Del teorema anterior se tiene med(a,b) = d = aag + bby, para
algunos enteros ag, by. Si d = 1 entonces 1 = aag + bby. Por otro lado, si
1 =aag+bby y d > 1 entonces d | aag + bby =1 =><. =
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1.1.2 COROLARIO Simcd(a,c) =1 yc|ab, entonces c | b.

Demostracion. Ya que med(a,c) = 1, entonces del Corolario 1.1.1, existen
ag, ¢y € 7 tales que 1 = aag + ccy. Multiplicando esta ecuacion por b se tiene
b = baay+bccy. Por hipotesis ab = cx para algin z, entonces b = crag+cbcy =
c(zag + bey), es decir, ¢ | b. m

1.1.3 COROLARIO Sip es primo y pta, entonces med(a,p) = 1.

Demostracion. Ya que p es primo, entonces los tinicos divisores positivos de
pson 1y p. Como pta entonces med(a,p) = 1. m

1.1.4 COROLARIO Sip es primo y p | ab, entonces p divide a alguno de a o
b.

Demostracion. Si pta entonces del Corolario 1.1.3, med(a, p) = 1. Del Coro-
lario 1.1.2 se obtiene el resultado con p =c. m

1.1.5 COROLARIO Sean a y b enteros primos relativos que dividen a c, en-
tonces ab | c.

Demostracion. Puesto que med(a,b) = 1, entonces existen enteros ag y by
tales que 1 = aag+bby. Multiplicando por ¢ ambos miembros de esta ecuacién
se tiene ¢ = caagy + cbby. Por hipédtesis, a y b dividen a ¢, es decir, existen
enteros x e y tales que ¢ = ax y ¢ = by. De todo esto se tiene ¢ = caag+cbby =
byaag + axbby = ab(yay + xby), probando que ab divide a c. m

1.1.3 TEOREMA (TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA) . Da-
do cualquier entero a ¢ {+1,0}, a tiene una representacion unica (excepto
por orden y signo) como producto de primos: a = £p§' - - - pr, con p; # p; si
1# 7, ye; > 1 para todo i =1,2,...,r.

Demostracion. Es suficiente demostrar el teorema para a > 1.

Veamos la existencia de la representacién de a como producto de primos.

Si a = 2, no hay nada que probar, entonces se puede suponer que el resultado
se cumple para a > 2. Si a+ 1 es primo, hemos terminado. Si a + 1 = be, con
1 <b,c < a+1, por la hipdtesis inductiva, b y ¢ tienen una factorizaciéon en
primos, por lo tanto a + 1 también.

Veamos la unicidad.

Supongamos que a = p{' - - - pe” = ¢ - - - g% con p; y ¢; primos. De la ecuacién
anterior se tiene p; | ¢i'---¢%, entonces de una generalizacién obvia del
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Corolario 1.1.4, p; | ¢; para alguna j y de aqui p; = q] Después de volver
a enumerar, si es necesario, se puede Suponer 1 =7 =1y e > ap, de
esta manera py'” “'p5?---p" = ¢3* - - - q%¢. Continuando con este argumento
se muestra que s =1,e; = a; y p; = ¢;, para todo ¢. =

1.1.2. El Algoritmo Euclidiano

FEuclides, en sus Elementos, indica un algoritmo para encontrar el med de a y
b. Este algoritmo se basa en el algoritmo de la division, es por eso que algunas
veces sus nombres se usan como sinénimos. El algoritmo de la division dice
lo siguiente:

Dados a, b, € Z con al menos uno diferente de cero, digamos b # 0,
entonces existen qy, 11, € Z tales que a = bgy +1r1, con 0 < r; < b,
sib>0,060<7r <—=b,sib<0.

Sin perder generalidad podemos suponer b > 0, entonces de la ecuacién
a = bg + 1 setiene:d | ayd|b < d|byd]| r porlo que
med(a,b) = med(b, r1). Siry # 0, aplicando el algoritmo de la divisién a by r;

se tiene que existen ¢y y 7o tales que b = r1qs + 3. Argumentando como antes
se tiene que med(a,b) = med(b, 1) = med(ry,72). Una aplicacién sucesiva
del algoritmo de la divisiéon produce las siguientes ecuaciones y condiciones.

a:bq1+r1 O§T1<b
b=riqs+ 12 0<ry<nr

rL = ToQ3 + T3 0<r3<ry

Tn—2 = T'n—14n + T 0 S Tn < Tp-1.

Entonces se ha construido una sucesién decreciente de enteros no negativos

rp, < .-+ <19 <11, de esta forma necesariamente r, = 0, para algin n. De
esto y lo observado antes se tiene

mcd(a, b) = med(b, ) = - -+ = med(ry—2, 7n—1) = Tp1 # 0,

Lo que proporciona un método para calcular el maximo comun divisor de
dos enteros, conocido como algoritmo de Fuclides.
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A continuacién se presenta un método practico —este método se ha gene-
ralizado al caso de n enteros en [1]— para encontrar el med de dos enteros
positivos, asi como la combinacién lineal tal que med(a,b) = aag + bbg. Es-
te método estd estrechamente ligado con el procedimiento para encontrar la
forma normal de Smith de una matriz entera. La forma normal de Smith de
una matriz entera, se obtiene aplicando operaciones elementales en las filas
de una matriz con entradas enteras. Puesto que se estara trabajando en los
enteros, se suprimiran los cocientes, y en su lugar se usara el algoritmo de
la divisién. Sean a,b enteros, se puede suponer a,b > 0, méas ain, a > b,

entonces a = bq; +r1, con 0 < r; < b. Considere la matriz Ag = [ Z (1) (1) ] ,

multiplicando la fila 2 por —¢; y sumandola a la fila 1, se tiene [ Z (1) (1)
1l —q b 0 1 B _ ' B /
{ b 0 1 } { ol o—q | Ay Examine si r; = 0, de ser asf,

hemos terminado el proceso. Si r; # 0 entonces b = r1qs + 19, de esta manera

{b 0 1 ]N{m ¢ 1+ qa

= A,. Continuando con el proceso
1 —q roo 1 -0 } 2 P

n *

* .
. Sir, = 0, entonces
Tno1 ao bo

se llega a la siguiente matriz A, = [
med(a,b) = r,_1 = aag + bby.

Nota. Si med(a,b) = 1, entonces las entradas *, * de A,, son a y b en algtin
orden y con signo.

1.1.3 OBSERVACION El método presentado anteriormente se aplica para en-
contrar el maximo comun divisor de elementos que pertenezcan a un dominio
entero? en el cual se cumpla el algoritmo euclidiano. Por ejemplo, el anillo
de polinomios con coeficientes en R o C.

1.1.1 EJEMPLO FEncuentre el mdzimo comin divisor de 32 y 28, asi como
los valores de x e y tales que med(32,28) = 32z + 28y.

32 1 0 4 1 -1 28 0 1 0 -7 8
28 01 28 0 1 4 1 -1 4 1 —-11|

De aqui se tiene 4 = 32 — 28.

2Un dominio entero es un anillo conmutativo con identidad y sin divisores de cero.
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1.1.2 EJEMPLO Encuentre med(47,5) = 47z + by.
47 1 0 21 -9 5 0 1 1 -2 19
5 01 5 0 1 21 -9 2 1 -9

2 1 -9 0 5 —47
1 -2 19 1 -2 19 |

De esto se tiene med(47,5) = 1 = 47(—2) 4 5(19).

1.1.3. Los Enteros Mo6dulo n

Hay varias historias sobre la invencion del juego de ajedrez. Una de las maés
conocidas es la que se refiere a un Rey, y se cree que ocurrié hace por lo
menos dos mil anos. La historia va mas o menos como sigue. El soberano
conocié del maravilloso invento y quedd tan satisfecho con las cualidades
intelectuales del juego de ajedrez que mandé traer al inventor y le dijo que
pidiera lo que quisiera a cambio de su invento. El inventor pidié que por el
primer cuadro del tablero le diera un grano de trigo, dos por el segundo;
cuatro por el tercero; ocho por el cuarto y asi sucesivamente. El Rey le
replicé que por qué su peticion era tan modesta a la vez que le invito a pedir
algo mas sustantivo. El inventor contesté que él consideraba buena paga
su peticion. El monarca ordend que se cumpliera de inmediato el deseo del
inventor del juego de ajedrez. Al cabo del tiempo, vino uno de sus stbditos
a informar que las bodegas del reino se estaban quedando vacias y no se
habia satisfecho el compromiso con el inventor. Si el inventor hubiese sido
un poco cruel con el Rey le hubiese dicho que sabia algo mas respecto a
la cantidad de granos que iba a recibir: al dividir tal cantidad por tres, deja
residuo 0. Ayude al soberano a entender lo que esté pasando con tan singular
peticién. El enunciado sobre el residuo que deja la cantidad de granos de trigo
al ser dividida por tres, es un ejemplo que se puede abordar con la idea de
congruencia en los nimeros enteros. Esta fue desarrollada por Gauss,? y es tal
su importancia en el estudio de propiedades aritméticas de los enteros, que se

3Karl Friedrich Gauss (1777-1855) matemético alemdn. A los 19 afios demostré que
el poligono regular de 17 lados se puede construir con regla y compas. Se dice que este
resultado lo motivé a dedicarse al estudio de las matematicas. Otros de sus grandes logros
en su juventud fue la demostracion del teorema fundamental del algebra y la publicacién de
su obra Disquisitiones Arithmeticae (1801). La siguiente es una de sus frases célebres. “Si
otros reflexionaran sobre las verdades matemdticas, tan profunda y continuamente como
lo he hecho, descubririan lo mismo que yo”.
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ha convertido en una parte esencial de la teoria de nimeros. A continuacion
presentamos algunas de sus propiedades basicas.

Sean a, b y n nimeros enteros, con n > 0. Se define la siguiente relacién entre
ayb:

a es congruente con b médulo n, si nja — b.

Lo anterior se denota por @ = b (mdd n). Se obtiene directamente de la
definicion de congruencia médulo n, que dos enteros son congruentes modulo
n siy solo si al dividirlos por n se obtiene el mismo residuo. Dado un entero
a, denotaremos por [a],, al conjunto de todos los enteros que son congruentes
con a médulo n, es decir,

lal, ={r €Z|a=x (mbdn)}.

Nétese que dado a € Z y dividiéndolo por n, existe r € Z tal que 0 < r <n
y a = gn + r, de lo que se tiene

lal, =[rln={z€Z:x=nq+r, g€ L} =nZ+r.

Al conjunto {[r], |0 < r < n} se le llama: Un conjunto reducido de clases
residuales modulo n 6 simplemente clases modulo n. El término reducido se
debe a que al tomar r y s tales que 0 < r, s < n, se tiene [r],, # [s],, mientras
que si no se impone la condicion que tienen r y s de ser menores que n,
bien puede ocurrir que a # by [al, = [b],. Las siguientes son algunas de las
propiedades basicas de las clases residuales.

1. Si [a], # [b],, entonces [a], ([b], = 0.

n—1
2. Z= U [7]n, la unién es de conjuntos disjuntos.
r=0

3. Denotando por Z, 6 Z/nZ al conjunto de clases médulo n, se tiene
lo siguiente para cada par de elementos. Si [a], = [a1]n ¥ [b]n = [b1]ns
entonces [a + b], = a1 + by],. En efecto, las hipétesis garantizan que
a =ng+ay y b =ng +by, de esto se concluye a—b = (¢—q1)n+(a;—by),
equivalentemente, [a + 0], = [a1 + b1],,. Con lo mostrado antes se puede
definir una operacién en el conjunto de clases médulo n, llamada suma
y dada por [a], + [b], := [a + b],. La operacién suma en Z, satisface
las mismas propiedades que la suma de enteros.
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4. Denotando por Z! al conjunto {[a], : mecd(a,n) = 1} e imitando
lo hecho antes con la suma se puede definir una multiplicacién dada
por [a], - [b], := [abl], la cual satisface propiedades andlogas a las de
suma, en (Z, +). El elemento [1],, satisface [a], - [1], = [1]. - [a]. = [a],
para todo [a],, y se le llama neutro multiplicativo en Z;. Un caso de
particular importancia ocurre cuando n = p es un numero primo. En
este caso el conjunto de clases residuales médulo p es denotado por I,
Note que F) tiene p — 1 elementos.

La verificacion de las propiedades anteriores se deja como ejercicio.

Ejemplos

En esta parte estamos interesados en estudiar algunos ejemplos particulares
de los enteros modulo n y describir los subconjuntos que tienen las mismas
propiedades respecto a las operaciones definidas en ellos.

1. Describa los subconjuntos de (Zg, +) que satisfacen las mismas propie-
dades que (Zg, +), es decir, queremos saber cudles son los subconjuntos
de Zg que tienen a la clase del cero, son cerrados bajo la suma y también
contienen a los inversos de elementos que pertenecen a ellos. Primero,
es claro que el conjunto {[0]¢} satisface las propiedades requeridas. Si
un subconjunto H contiene a la clase del 1, es decir, [1]g € H entonces
debe contener a todos los elementos de Zg (i por qué?) Si un subcon-
junto contiene a la clase del 2, entonces debe contener a la clase del 4 y
como el inverso de [2]g es [4]s, entonces el conjunto H = {[0]s, [2]6, [4]6}
satisface las propiedades requeridas. Si un subconjunto contiene a la
clase del 3, debe contener al inverso de éste, que es el mismo. En-
tonces el conjunto Hy = {[0], [3]¢} también satisface las propiedades.
JHabra otro subconjunto diferente a los mencionados que satisfaga las
propiedades?

2. Con las ideas del caso anterior, explore los conjuntos: Zsg, Z2, Zsg.

: . * * * . .’ .« 7.

3. Considere los conjuntos Z75, Z,, Z35 y haga una discusién para decidir

cuales de los subconjuntos de cada uno satisfacen las mismas propie-
dades, pero ahora con la multiplicacién.
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: : * * *
4. Haga lo mismo que en el caso anterior para F3, I}, y F7s.

La teoria de los enteros modulo n tiene varias aplicaciones practicas en otras
disciplinas. Por ejemplo en criptografia y teoria de cédigos ([3], Capitulo 4).
Otra aplicacion de la teoria de enteros modulo n ocurre en la teoria de ma-
trices. Sea A = (a;;) una matriz n X n con entradas enteras. Supongamos que
a; =1 (méd 2) paratodoi=1,...,nya; =0 (mdd 2) para todo i > j.
Entonces |A| =1 (mdd 2), en particular A no es singular.

Discusion. Tomando congruencia en las entradas de la matriz A, se tiene que
la matriz resultante es triangular con unos en la diagonal. El resultado se
obtiene notando que calcular el determinante conmuta con tomar congruen-
cia en las entradas de la matriz. Las hipdtesis anteriores pudieran ser muy
restrictivas. El siguiente ejemplo ilustra como se pueden debilitar. Sea

6
0/,
3

A:

e
B 00 o
—_

entonces tomando congruencias y calculando el determinante se tiene |A| = 1
(mdéd 2), por lo que A es no singular.

1.1.4. Ejercicios

1. Demuestre que 4n? + 4 no es divisible por 19 para todo n € Z. {Se
cumple lo mismo para todo primo de la forma 4k + 37

2. Sean a, b y c enteros positivos tales que a® +b? = ¢2. Demuestre que 60
divide a abc.

3. Sea n > 1 entero. Demuestre que 22" — 1 tiene al menos n factores
primos diferentes.

4. Sean a y p enteros con p primo. Demuestre que a? =a (mdéd p).
5. Demuestre que 7 divide a 32"*! 4+ 2"*2 para todo n entero no negativo.

6. Demuestre que n'? —n es divisible por 2,3,5,7 y 13.
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7. Sea f(x) un polinomio en Z[z]. Suponga que f(0) = f(1) =1 (mdd 2).
Demuestre que f(x) no tiene raices enteras. Generalice el problema an-
terior a: Suponga que f(x) € Z[x] y para un k > 0 entero, f(x) satisfa-
ce f(i) Z0 (méd k), para todo i = 0,1,...k — 1. jPuede tener f(x)
raices enteras?

1.2. Generalidades sobre grupos

En esta seccién se inicia la discusion concerniente a la teoria de grupos.
Damos inicio con la siguiente:

1.2.1 DEFINICION Un grupo® es una pareja (G, o), con G un conjunto no
vacio, o una funcion de G x G — G llamada operacion binaria y denotada
por o(x,y) == x oy, la cual satisface:

(i) La operacion o es asociativa, es decir, vo(yoz) = (xoy)oz para todos
x,y,z2 € G.

(i1) Existee € G tal que eox = x, para todo x € G (neutro por la izquierda).

(i7i) Dado x € G, existe ' € G tal que ¥’ ox = e (inverso por la izquierda,).

En la definicién anterior no se requiere que e y 2’ sean unicos, sin embargo
mas adelante probaremos que estos elementos son, en efecto, tnicos. En lo
que sigue, la operacién “o”la denotaremos simplemente por z oy = xy, (caso
multiplicativo) 6 x oy = x 4+ y (caso aditivo). La notacién aditiva, por
tradicion, se usara cuando x oy = y o x, para todos x,y € G. En este caso
diremos que el grupo G es abeliano.’

Ejemplos de grupos

4De acuerdo a H. Wussing, [[24], paginas 247-248] la primera formulacién del concepto
de grupo, que tiene gran similitud con la actual, se encuentra en el trabajo de H. Weber:
“Die allgemeinen Grundlagen der Galois’schen Gleichungstheorie”. Math. Ann. 43 (1893),
521-549, pagina 522.

Este término se da en honor del matemético noruego H. Abel (1802-1829), quien fue el
primero en trabajar, de manera sistematica, con este tipo de grupos al abordar el problema
de la solubilidad por radicales de ecuaciones polinomiales.
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1.2.1 EJEMPLO  (a) (Z,+) es un grupo con la adicion usual de enteros.

(b) El conjunto de matrices inversibles n X n, con entradas en R y opera-
cion, el producto usual de matrices forma un grupo el cual se conoce
como el grupo lineal general, denotado por GL(n,R).

(¢) Sea X un conjunto no vacio y Sx = {f : X — X | f es biyectiva},
Sx es un grupo con la operacion composicion de funciones, llamado
el grupo de permutaciones en X. A los elementos de Sx se les llama
permutaciones.

(d) Sea G = GL(n,R)xR". Definiendo en G la operacion (A, X)x(B,Y) :=
(AB, X +Y), se verifica que (G, *) es un grupo.

(e) Sea G el conjunto del ejemplo anterior, definiendo en G la operacion
(A, X)o (B,Y) := (AB, AY + X)),

(G, 0) es un grupo con (I,0) la identidad y (A~', —A1X) el inverso
de (A, X).

1.2.1 OBSERVACION Los dos tiltimos ejemplos muestran que en la definicién
de grupo, el mismo conjunto puede tener diferentes estructuras de grupo.

Como ya fue observado antes, en la definicion de grupo no se requiere que
el inverso y el neutro sean unicos, sin embargo resultan serlo. El siguiente
resultado es auxiliar para mostrar eso y a partir de aqui, adoptaremos la
notacion ab :=a o b.

1.2.1 TEOREMA Sea (G,0) un grupo y g € G, entonces gg = g implica
g=e.

Demostracion. Existe un elemento ¢' € G tal que ¢'g = e, lo cual implica
d'(g99) = g'g = e. Por otro lado, ¢'(99) = (¢'g)g = eg = g, de donde la
conclusion se obtiene. m

1.2.2 TEOREMA Sea G un grupo. Entonces:

(i) Existe un tnico elemento e € G tal que eq = g para todo g € G.
Ademds eqg = ge = g para todo g € G.
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(i1) Para todo g € G, existe un tunico ¢ € G tal que g'g = e. Ademds
g9=y99 =e

Demostracion. Primero mostraremos que ¢'g = e implica g¢' = e. Supon-
gamos ¢'g = e, entonces (g9')(99") = 9(¢'9)g’ = geg’ = gg’, invocando el
Teorema 1.2.1 concluimos que gg’ =e. Si g € G, sea ¢ € G tal que ¢'g = e,
entonces ge = ¢g(g'g) = (99')g = eg = g. Con esto hemos probado que
eg = ge = g para cualquier g € G. Supongamos que existe €’ tal que €'g = ¢,
para todo g € G, entonces en particular ¢'e = e. Como e también es una
identidad izquierda y conmuta con todo g € G se tiene, e’ = €’e; esto y la
ecuacién anterior lleva a e = €. De la definicién de grupo, sea ¢ € G tal
que ¢'g = e. Si existe otro a € G tal que ag = e, entonces ae = ea = a. Por
otro lado, ae = ag'g = agg’ = eg’ = ¢', de estas ecuaciones se concluye que
a=¢.m

El resultado anterior permite definir la identidad de un grupo y el inverso de

cada elemento de G. El inverso de un elemento g € G se denotard por g~ *.

1.2.2 OBSERVACION Si G es un grupo, entonces las siguientes igualdades
tienen lugar.

L (g "=y

2. (zy) =yt

Sea GG un grupo y g € G, definimos por induccién las potencias de g como
sigue: ¢ := gg, supongamos que se ha definido ¢"~!, por induccién se define

g" = gg" ! paran > 1. Sin < 0, entonces m = —n > 0 y definimos
g" = (¢-H™, finalmente, ¢° := e. Con las definiciones anteriores se tiene:
(verificarlas)

i) ()" =¢g""V g€ G, y V¥ n,méeZ.
i) ¢"¢g" =g¢g"t"V n,m € Z.
1.2.2 DEFINICION Dado un grupo G y g € G, se define el orden de g como

el minimo entero positivo n tal que g" = e, si tal entero existe, de otra forma
se dice que g tiene orden infinito. El orden de g se denotard por |g| = n.
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Cuando se estudia una estructura algebraica, es de gran importancia con-
siderar los subconjuntos que heredan la misma estructura, pues en muchos
casos la estructura original se determina en términos de las subestructuras.
En nuestro caso, estamos interesados en considerar aquellos subconjuntos no
vacios de un grupo G que satisfacen las mismas propiedades que éste, cuando
la operacion se restringe a estos subconjuntos. Estos subconjuntos reciben un
nombre, son llamados subgrupos. La siguiente definicion precisa lo anterior.

1.2.3 DEFINICION Sea G un grupo, H C G, H # (). Se dice que H es un
subgrupo de G si la operacion de G restringida a H hace de éste un grupo.

Si H es subgrupo de G, se usara la notacion H < G y se lee “H es subgrupo
de G”. En el contexto de grupos, no hay lugar a confundir la notacién anterior
con la relacion de orden en un conjunto.

1.2.3 OBSERVACION Notese que la definicién de subgrupo implica e € H,
con e la identidad de G.

1.2.3 TEOREMA Sea G un grupo, H C G, H # 0. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

(i) H es un subgrupo de G.

(i) (a) ¥V x,y€ H, zye H,
(b)Y z€H, z'€H.

(iii) Para todos x,y € H se tiene xy~' € H.

Demostracion. (i) = (i) Es claro, pues al ser H un subgrupo se deben
tener satisfechas las condiciones (a) y (b).

(i1) = (4i1) Dados z,y € H, (b) implica z,y~' € H. La conclusién se
obtiene de la parte (a).

(14i) = (4). Primeramente notemos que al ser H no vacio, existe un = € H
y de esto se concluye, tomando x = y, que e = zx~! € H. Ahora tomando
y =12y x = e seobtiene x7! = ex™! € H. Sélo falta demostrar que H
es cerrado bajo la operacién definida en G. Sean z,y € H. Por lo probado,
2z =y ! € H. Aplicando la hipétesis a z y a z se tiene que zz7! = 2y € H.
[
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1.2.1 EJERCICIO Sea G = GL(n,R), el grupo de matrices n X n, no singula-
res, con entradas en R. H = {A € G| A tiene entradas en Z y det(A) = £1}.
Demuestre que H < G.

1.2.4 TEOREMA Sea G un grupo, {Hy} er una coleccion de subgrupos. En-

tonces
H = () Ha,
es un subgrupo de G.

Demostracion. Directa, aplicando la parte (4ii) del Teorema 1.2.3 m

1.2.4 OBSERVACION La unién de subgrupos no es necesariamente un sub-
grupo, de hecho el siguiente ejercicio caracteriza cuando la uniéon de dos
subgrupos es subgrupo.

1.2.2 EJERCICIO  (a) Sean H y K subgrupos de G. Demuestre que HUK <
G < KCH HCK.

(b) Sea G un grupo, C una cadena de subgrupos.’ Demuestre que la unidn
de los elementos de C es un subgrupo.

Haciendo uso del ejercicio anterior se pueden construir muchos subconjun-
tos de un grupo que no son subgrupos. Esto tiene cierta analogia con los
espacios vectoriales. De hecho, en el caso de espacios vectoriales, uno puede
estar interesado en construir subespacios con ciertas propiedades. Por ejem-
plo, puede ser de interés que un cierto subconjunto esté contenido en un
subespacio particular, bajo esa condicién, se construye el subespacio desea-
do. Si el subespacio debe contener al subconjunto S, entonces el subespacio
se construye tomando todas las posibles combinaciones lineales de elementos
de S. jPodremos aplicar la idea de subespacios al caso de subgrupos? ;Como
interpretar las “combinaciones lineales.®® un grupo? Si el subconjunto es 5,
un intento es definir el subgrupo generado por S como el conjunto de todos

los elementos de la forma s7"'s5"? - - - s/, variando r en los enteros positivos,

6Recuerde: Una cadena es un conjunto parcialmente ordenado en el que cualesquiera
dos elementos se relacionan. En nuestro caso, el orden es el inducido por la inclusion de
subconjuntos.
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s; € Sy los exponentes m; en los enteros. jEs ésta la forma de sustituir la
idea de combinaciones lineales? ;Coincide esto con el enunciado del siguiente
teorema?

1.2.5 TEOREMA Sea G un grupo, S un subconjunto no vacio de G,
(S) := {55 | s €08, i;==x1, j=1,...,n; ne N}

Entonces (S) < G. De hecho este subgrupo es el minimo que contiene a S.

La minimalidad es en el siguiente sentido. (S) = ﬂ H.
SCH<G

Demostracion. En virtud del Teorema 1.2.3, es suficiente mostrar que dados
dos elementos x,y € (S), se tiene zy~' € (S). Para mostrar lo anterior basta
observar que dado y = s' - - - sff e (S),y ' = s,;i’“ .57 con i; = £1, por lo
tanto y~' € (). De esto tiltimo se tiene lo deseado. Para mostrar lo restante,
note que ﬂ H C (S), por ser (S) uno de los elementos sobre los cuales

SCH<G
se toma la interseccién. La inclusion de conjuntos se obtiene del hecho que

los elementos de (S) son productos de elementos de S'y S C H, por lo tanto

(5) C r] Hm

SCH<G
1.2.3 EJERCICIO Describa (S) para el caso especial S = {g}.

1.2.4 DEFINICION Con la notacion del teorema anterior, al subgrupo (S) se
le llama el subgrupo generado por S. Un grupo G se dice finitamente
generado, abreviado f.g., si G contiene un subconjunto finito S tal que G =
(S). Si S tiene un solo elemento, G se dice ciclico.

Recordemos que en el estudio de los espacios vectoriales, por ejemplo, cuan-
do se les quiere representar como suma directa de subespacios con ciertas
propiedades, las transformaciones lineales son de gran importancia, siendo
la razoén el hecho de que estas transformaciones preservan las operaciones en
los espacios bajo consideracién. En general, cuando se estudian estructuras
algebraicas, son de gran importancia las funciones que preservan dichas es-
tructuras. Con lo anterior en mente, nos interesa estudiar funciones de un
grupo en otro, posiblemente el mismo, que preservan las operaciones, mas
precisamente, nos interesan las funciones que satisfacen la siguiente:
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1.2.5 DEFINICION Sean (G,0) y (Gy,*) dos grupos, [ : G — G una fun-
cion.

(1) Si f(xoy) = f(x)xf(y), V x,y € G, [ sellama un homomorfismo.
(i1) Si [ es inyectiva y satisface i), f se llama un monomorfismo.
(i1i) Si [ es suprayectiva y satisface i), f se llama un epimorfismo.

(iv) Si f satisface ii) y iii), f se llama un isomorfismo.

Si f: G — Gy es un isomorfismo, se dice que G es isomorfo a GGy y se usa la
notacién G = G;.

1.2.5 OBSERVACION La composicién de homomorfismos, cuando esto tiene
sentido, es nuevamente un homomorfismo.

1.2.6 OBSERVACION “Ser isomorfos”define una relacién de equivalencia en
la clase de todos los grupos, cuyas clases de equivalencia estan formadas
precisamente por los grupos que son isomorfos.

En matematicas, uno de los problemas fundamentales es poder clasificar a los
diferentes objetos que se estudian. La clasificacién es en el sentido de agrupar
a todos aquellos que tengan las mismas propiedades. Por ejemplo, en algebra
lineal se tiene una clasificacion de los espacios vectoriales finitamente gene-
rados en términos de su dimension. Esto se precisa diciendo que dos espacios
vectoriales finitamente generados son isomorfos si y sélo si tienen la misma
dimensién. En lo referente a grupos, su clasificacién es un problema mucho
mas complicado. Los grupos que son “clasificables”de manera similar a los
espacios vectoriales finitamente generados, es decir, sustituyendo dimension
por cardinalidad, son los grupos ciclicos. En este sentido, cabe mencionar que
uno de los problemas fundamentales de la teoria de grupos es la clasificacion
de estos, bajo isomorfismo.

1.2.6 DEFINICION Sea f : G — Gy un homomorfismo, se define:

(i) el nicleo de f, denotado ker f ={g € G| f(g9) =en}.

(i) La imagen de f, denotadalm f={h € Gy | f(g) = h para algin g € G}.

1.2.4 EJERCICIO Demostrar que ker f < G eIm f < Gy.
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1.2.2 EJEMPLO Sean, H el grupo de permutaciones de R" y G el grupo del
Ejemplo 1.2.1(¢e), pdgina 22, definiendo ¢ : G — H como sigue p(A, B) :=
Fup con Fyp(X) = AX + B, se verifica que ¢ es un homomorfismo de gru-
pos, de hecho un monomorfismo, por lo tanto la imagen de p es un subgrupo
de H, este subgrupo se llama el grupo de transformaciones afines de R".

1.2.1. Ejercicios

1.

Sea d un entero libre de cuadrado, Q(v/d) := {a+bVd : a,b € Q} C C.
Demuestre que Q(v/d) \ {0} es un grupo con la multiplicacién usual de
los nimeros complejos.

Sea m un entero positivo, G = {0,1,...,m — 1}. Se define en G la
siguiente operacion: aob = a+b, si a+b < m; aob = r, con a+b = m+r
sib+a>m. Es (G,o) un grupo?

Sea G = Z x Q, se define en GG la operacién
(a,b) o (c,d) = (a+¢,2°+ d).
.Es (G, 0) un grupo?

Sean B ={f :Z — Z : f esuna funcién} y G = Z x B. Se define
en G la siguiente operacién: (m, f) o (n,g) = (m +n,h), con h(z) :=
f(z—n)+g(2). (Es (G,0) un grupo?

Una isometria de R" es una funcién f : R" — R" tal que || z —y ||=]||
f(z) — f(y) || para todos z,y € R". Sea f : R" — R" una funcién tal
que f(0) = 0. Demuestre que f es una isometria si y sélo si f preserva
producto interno, es decir, (f(z), f(y)) = (z,y) para todos z,y € R".

Una funcién afin f de R™ en R" es una funciéon f = T+ b, con T
transformacion lineal no singular de R" en R" y b € R" fijo. Demuestre
que una funcién f : R" — R" es una isometria si y sélo si f es afin,
con T ortogonal. Demuestre que el conjunto de las isometrias de R"
es un grupo con la composicién usual de funciones, a este grupo le
denotaremos por I(R").

Sean S un subconjunto no vacio de R", I(S) = {f € I(R") : f(S) C
S, f71(S) € S}. Demuestre que I(S) es un subgrupo de I(R").
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8. Sea GG un grupo de orden par. Demuestre que G contiene un elemen-
to de orden 2 (caso especial del Teorema de Cauchy, Teorema 2.3.1,
pagina 66).

9. (Este ejercicio cae fuera del contexto de la teoria de grupos, sin embargo
es recomendable conocerlo). Sea V' un espacio vectorial sobre R ( de
hecho sobre cualquier campo). Demuestre que V' admite una base (sug.
use el Lema de Zorn).

10. Sea X un conjunto con n elementos, Sx = {f : X — X | fesinyectiva}.
Demuestre que Sx forma un grupo con la operaciéon composicién de
funciones y |Sx| = n! En este caso Sx serd denotado por S, y se le
llama el grupo de permutaciones de n elementos.

11. Sea G un grupo, Z(G) = {z € G | xg = gz V g € G}. Demuestre que
Z(G) es un subgrupo abeliano de G llamado el centro de G.

12. Caracterice los subgrupos de (Z, +).

1.3. Indice y el Teorema de Lagrange

Anteriormente notamos que la unién de subgrupos no siempre es un sub-
grupo. Esta propiedad es andloga al caso de subespacios vectoriales. Alli,
se define la suma de subespacios, la cual siempre resulta ser un subespacio.
., Cual es la operacion, en el caso de subgrupos, que sustituye a la suma en el
caso de subespacios? Como en un grupo G se tiene solamente una operacién,
ésta debe ser usada para intentar dar una definicion de “suma de subgrupos”,
o producto, dependiendo de cémo se denote a la operacién. Con esto en men-
te se tiene la siguiente situacién. Sea G un grupo, S y T subconjuntos no
vacios de G, se define el producto de S'y T' como: ST :={st |s € S, t € T}.
Si H <G, g€ G, al producto Hg = {hg | h € H} le llamamos la clase
lateral derecha de H en G representada por g. De forma andloga se define
la clase lateral izquierda de H en GG representada por g.

Si S y T son subgrupos, jes ST un subgrupo? De la definicién de producto
de los subgrupos S y T, se tiene que los elementos del producto son de la
forma ab, con a € S y b € T. Si el producto ha de ser un subgrupo se debe
tener xy~! € ST, para todos z,y € ST. Representando a x e y como se ha
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definido en el producto, se tiene xy = ab(cd)™* = abd ¢! y este elemento
no necesariamente pertenece a ST. Si Los elementos de S y T' conmutan, se
tendra lo que se desea. Esto ocurre, por ejemplo, si el grupo que contiene a
S y T es abeliano, o de manera menos restrictiva, si los elementos de Sy los
de T" conmutan.

El andlisis que hemos dado todavia no contesta la pregunta planteada, sin
embargo, proporciona una respuesta parcial. La pregunta la podemos plan-
tear para los grupos que no son abelianos. Para analizar la situacién en gru-
pos no abelianos es interesante saber algunas condiciones sobre tales grupos,
por ejemplo, su cardinalidad. ;Hay grupos no abelianos de orden pequeno?
Es claro que los grupos con solo dos elementos son abelianos, pues el grupo
consta de la identidad y otro elemento, el cual tiene que ser su propio inverso.
Si un grupo tiene tres elementos, digamos {e, x, y}, entonces z e y son inversos
uno del otro, de lo cual la conmutatividad se obtiene directamente. Si un
grupo tiene cuatro elementos, digamos {e,z,y, 2z}, entonces al tomar una
pareja, por ejemplo x,y, se tiene que xy & {z,y} (;por qué?), de esto se
debe tener: xy = e, z.

Analizando como antes se llega a que yxr = e, z y en cualquiera de los casos
se verifica que xy = yx. Como este andlisis se puede hacer para toda pareja
de elementos, se tiene que el grupo es abeliano.;Qué ocurre con los grupos
de cinco elementos? El analisis anterior es mucho més complicado por las
diferentes posibilidades que ocurren al tomar dos elementos y multiplicarlos.
Una idea que puede intentarse es considerar un elemento diferente de la
identidad, = y considerar el subgrupo generado por éste, el cual debe tener
al menos dos elementos. ;Es posible que () sea diferente del total?
Pongamos (z) = H. Si existe a € G \ H, consideremos los siguientes sub-
conjuntos de G: H y Ha := {ha : h € H}. Si hubiese un elemento en la
interseccién, digamos, z = ha se tendria que h™'z = a € H, lo cual es im-
posible. De esto se tiene H U Ha es un subconjunto de G que contiene 2|H |
elementos. Como este nimero tiene que ser menor o igual que cinco, debe
ocurrir que |H| es dos, es decir H = {e, z}, por lo que existe b € G el cual no
pertenece a H U Ha. Un célculo sencillo muestra que los conjuntos H, Ha y
Hb son ajenos a pares, entonces su unién produce 6 elementos de GG, lo cual
es imposible. Esta contradiccién muestra que G = (x). En resumen, se ha
probado que un grupo con cinco elementos es ciclico, por lo tanto, abeliano.
La discusion anterior la podemos resumir diciendo:

1.3.1 OBSERVACION Los grupos de orden menor o igual que cinco son abe-
lianos.
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Consideremos el conjunto S; que consiste de las funciones biyectivas de
{1,2,3} en si mismo (llamadas permutaciones). Con la operacién, compo-
sicién de funciones, S3 es un grupo. Los elementos de S3 pueden ser descritos
explicitamente como sigue: S3 = {(1),(123), (12), (13),(23), (132)}. La no-
tacién (1) significa la permutacién identidad. El elemento (123) significa la
permutacién que transforma el uno al dos, el dos al tres y el tres al uno. La
permutacién (12) es la funcién que fija al tres, al dos lo transforma en uno
y al uno en dos. Con estas aclaraciones se tiene que los siguientes subcon-
juntos son subgrupos de S3: S = {(1),(12)} y T" = {(1), (13)}, su producto
es ST = {(1),(12),(13),(132)}. Si ST fuese subgrupo, debiera contener al
elemento (13)(12) = (123), pero este no es el caso. Resumiendo, hemos en-
contrado un grupo, S3 y dos subgrupos cuyo producto no es subgrupo. An-
teriormente fue observado que si los elementos de S conmutan con los de T,
entonces ST es subgrupo. Notemos que si los elementos de S'y T' conmutan,
entonces los conjuntos ST y T'S son iguales, es decir, ST = T'S. jSera esta
condicién necesaria? La respuesta la proporciona el siguiente teorema.

1.3.1 TEOREMA Sean H y K subgrupos de G. Entonces HK es subgrupo
<~ HK=KH.

Demostracion. & Supongamos que HK es subgrupo, sea hk € HK enton-
ces (hk)™' € HK, por lo tanto (hk)™ = hik; con hy € H y k; € K. De la
tiltima ecuacién se concluye que hk = (hiki1)™! = k;'h;! € KH, es decir,
HK C KH. Un argumento analogo prueba que KH C HK.

<= Supongamos que HK = KH. Sean z,y € HK, aplicando el Teore-
ma 1.2.3, basta mostrar que zy~! € HK. De la eleccién de z e y se tie-
ne xr = hk, y = hiky, y de estas dos tltimas ecuaciones se concluye que
vy~' = hkk;'hy! = hhok,y, para algunos hy € H y ky € K, por lo tanto
ryle HK. m

1.3.1 COROLARIO En un grupo abeliano, el producto (finito) de subgrupos
es un subgrupo.

1.3.2 OBSERVACION Hg=H <= g€ H.

1.3.3 OBSERVACION El producto de subconjuntos de un grupo es asociativo.
La prueba de las dos observaciones anteriores se deja como ejercicio.

1.3.1 EJERCICIO Sea G un grupo, S un subconjunto finito no vacio de G.
Si SS = S entonces S es un subgrupo. ;Qué ocurre si S no es finito?
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1.3.2 TEOREMA Sea G un grupo, H < G, entonces Ha = Hb =
ab™' € H.

Demostracion. &= Si Ha = Hb entonces (Ha)b™' = (Hb)b™' = H, la con-
clusion se sigue de la Observacién 1.3.2.

<= Siab~! € H entonces nuevamente la Observacién 1.3.2 implica Hab™! =
H. El resultado se obtiene multiplicando a la derecha por b en la ecuacién
anterior. m

1.3.2 EJERCICIO Sean H y K subgrupos finitos de G. Demuestre que |H K ||HN

K| = [H[[K].

Sugerencia: Note que HK = UHE, la uniéon se toma sobre los elementos
de K. También, Hk = Hk, <= kk;' € H y esto tltimo sucede <=
(HNK)k = (HNK)k;. Por otro lado, K es la unién ajena de clases médulo
H N K, entonces el nimero de conjuntos diferentes en UHE es el indice de
HNK en K.

1.3.3 TEOREMA Sea G un grupo, H < G. Entonces las clases laterales de-
rechas de H en G constituyen una particion de G.

Demostracion. Claramente G = U Hg, por lo tanto basta mostrar que si

geG
dos clases laterales derechas se intersecan, deben ser iguales. Sean Ha y Hb

clases laterales derechas tales que HaN Hb # (), entonces existe x € HaN HD,
por lo que z = ha = hib, con h, h; € H. La ultima ecuacién implica ab™! =
h='h, € H, ahora la conclusién se obtiene del Teorema 1.3.2. m

1.3.4 TEOREMA Sea G un grupo, H < G, R={Hg|ge G} y £={gH |
g € G}. Entonces |R| = |£].

Demostracién. Consideremos la asignacién Ha — a~*H y demostremos que
ésta define una funcién biyectiva. Si Ha = Hb, entonces b'H = a~'H, pues
Ha = Hb < ab '€ H +— ab'H=H <= b 'H=a"'H, es
decir, la asignacién anterior define una funcién que le denotaremos f. Del
argumento anterior también se obtiene que f es inyectiva; la suprayectividad
de f se obtiene directamente, pues f(Hb™') = bH. m

1.3.1 DEFINICION Sean H y G como en el teorema anterior, se define el
indice de H en G como |£| = |R| y se denota por [G : H].
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1.3.5 TEOREMA (LAGRANGE) Sea G un grupo finito, H < G, entonces
G| =[G+ H]|H].

Demostracion. Como las clases laterales derechas forman una particion de
(G, entonces existen gy, ..., g; elementos de G tales que G = UHg;, unién
disjunta, t = [G : H|. Para terminar la prueba basta probar que |H| = |Hal|
para cualquier a € G. Sea a € G, definase f, : H — Ha como sigue f,(h) =
ha (translacién por a). Se verifica sin mayor problema que f, es biyectiva,
por lo tanto |H| = |Hal, de esta ultima ecuacién se tiene:

t t

Gl=) |Hgl =) [H| =t|H|=[G: H]||H|.=

i=1 i=1
Recordemos la definicién de grupo ciclico.

1.3.2 DEFINICION Un grupo G se dice ciclico si G = (g), para algin g € G.

El siguiente resultado es una de las consecuencias ttiles e inmediatas del
Teorema de Lagrange.

1.3.6 TEOREMA (a) Sea G un grupo tal que |G| = p, con p primo. Enton-
ces G es ciclico, de hecho, G = (g) para cualquier g # e.

(b) Si G es un grupo finito, H y K son subgrupos de G tales que K C H C
G, entonces |G : K] =[G : H|[H : K].

Demostracion. (a) Directa del Teorema de Lagrange.
(b) Por el Teorema de Lagrange, |G| = |H||G : H| = |K||G : K]y |H| =
|K|[H : K]. La conclusién se obtiene combinando estas ecuaciones. m

1.3.7 TEOREMA Sea G un grupo, a € G tal que m = |{(a)| < 400, entonces:

(i) m = |a| (orden de a).

(i1) Si k € Z es tal que a* = e, entonces m divide a k.

Demostracion. (i) Como (a) es finito, entonces existe un entero positivo m
tal que el conjunto {e,a,...,a™ '} tiene m elementos y a™ es uno de estos
elementos. Si a™ = a’ con 0 < i < m — 1, entonces a™~* = e, contradiciendo
que los elementos elegidos son diferentes, por lo tanto se debe tener a™ = e.
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Notese que m es el menor entero positivo con la propiedad a™ = e, es decir
m = |a|. Para concluir la prueba mostraremos que (a) = {e,a,a?, ..., a™ 1}
Recordemos que {(a) = {a* : k € Z}. Dado k € Z, existen r y ¢, nimeros
enteros tales que k = mq +r, con 0 < r < m. De esto se tiene a*
a” € {e,a,a? ..., a™ '}, probando (i). Si a* = e, del argumento anterior se
tiene a” = e, las condiciones sobre r y m implican que r = 0, es decir, m
divide a r, probando ().

et amqa/T et

1.3.4 OBSERVACION Si |G| < +00, entonces |g| divide a |G| y ¢g/! = e para
todo g € G.

1.3.1. Ejercicios

1. Sea G un grupo, x,y € G tales que zy = yx y (|z|,|y|) = 1. Demuestre
que |zy| = |z||ly|. De hecho este resultado se cumple en una situacién
mas general. ;Cudl es el orden de zy si xy = yx 7

2. Sea G el grupo de matrices con entradas en Q,

=) ()

elementos de GG. Demuestre que A y B tienen 6rdenes primos relativos
y AB tiene orden infinito. ;Contradice esto al Ejercicio 17

3. Sean H y K subgrupos de G. Demuestre que |HK||H N K| = |H||K]|.

4. Sea G un grupo abeliano, T'(G) = {g € G | ¢" = e para algin n}.
Demuestre que T'(G) es un subgrupo de G. A este subgrupo se le llama
el subgrupo de torsién de GG. Compare con el Ejercicio 2.

5. Sea GG un grupo que contiene un numero finito de subgrupos. Demuestre
que G es finito.

6. Dado un entero positivo n, se define la funcion de Euler ¢(n) como la
cardinalidad del conjunto {1 < a < n | med(a,n) = 1}. Sean n y m
enteros positivos primos relativos. Demuestre que n¥™ = 1 (mod m).

7. Sea G un grupo finito, S’y T subconjuntos de G no vacios. Demuestre
que G = ST 6 |G| > |S|+ |T.
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8. Sea G un grupo de orden p*m con (p,m) = 1, H < G tal que |H| = p* y
K < Gtalque |K| =p% 0 <d<ky K no contenido en H. Demuestre
que HK no es subgrupo (equivalentemente HK # KH)

9. Sea a un entero > 1y n € N. Demuestre que n|p(a” — 1).

1.4. Subgrupos normales y grupo cociente

El concepto de subgrupo normal es uno de los mas importantes en teoria de
grupos y teoria de Galois. De hecho, de acuerdo con Wussing [[24], pdgina
105], este concepto es descubierto por Galois al estudiar la estructura de
lo que definié como el grupo de una ecuacion. En lo que sigue mostraremos
como a partir de un grupo y un subgrupo normal se puede construir un grupo,
llamado grupo cociente, el cual es de utilidad para obtener propiedades del
grupo original.

1.4.1 DEFINICION Sea G un grupo, N < G. Se dice que N es un subgrupo
normal si gNg=' = N para todo g € G. Cuando N es normal lo denotare-
mos por N < G.

1.4.1 OBSERVACION Si H es un subgrupo de G,y g € G, gHg™ ! es un

subgrupo de G llamado subgrupo conjugado de H y |gHg™'| = |H|. Note que
H es normal <= H coincide con todos sus conjugados.

1.4.1 TEOREMA Las siguientes condiciones sobre un subgrupo N son equi-
valentes.

(i) N es normal.
(i1) gNg=* C N para todo g € G.
(11i) gN = Ng para todo g € G.

Demostracion. (i) = (i) Es claro.

(i1) = (i7i) Por hipétesis gNg~' C N para todo g € G, de esta condicién
obtenemos gN C Ng y tomando g~! en lugar de g se concluye Ng C gN,
obteniendo la igualdad.

(13i) = (i) Directo de la hipdtesis. m

El siguiente resultado, de gran importancia, muestra como construir el grupo
cociente.
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1.4.2 TEOREMA (Grupo cociente) Sea G un grupo, NG, £ y R los conjun-
tos de clases laterales izquierda y derecha, respectivamente. Entonces £ = R,
mas aun, estos conjuntos forman un grupo el cual es llamado grupo cociente
mddulo N y se denota por G/N.

Demostracion. La primera parte del teorema es consecuencia del teorema
anterior, pues toda clase izquierda es una clase derecha con el mismo repre-
sentante. Pongamos G/N = . Sean Na y Nb elementos de G/N, entonces
NaNb = Na(a~'Na)b = NNab = Nab, lo cual muestra que el producto de
dos clases derechas es otra clase derecha. Mostraremos que esta operacién
esta bien definida, pues si Na = Na; y Nb = Nb; entonces, procediendo
como antes se concluye que Nab = Najby, es decir, se ha definido en G/N
una operacion la cual satisface:

(i) Asociatividad. Se tiene de la Observacién 1.3.3.

(ii) Existencia de identidad. Tomando la clase Ne = N, con e la identidad
en (G, se demuestra que NaNe = Na para toda clase Na.

(iii) Existencia de inversos. Dada una clase Na, tomando Na~! se cumple
que Na~'*Na = Ne = N.

De las condiciones anteriores se concluye que G/N, con la operacién de clases
definida, es un grupo. m

1.4.1 COROLARIO Si G es finito y N < G, entonces

G|_ G|

N| NI
Demostracion. Por el Teorema de Lagrange se tiene |G| = [G : N||N|. La
conclusién se tiene notando que [G : N es la cardinalidad del grupo cociente.

=
Los siguientes ejemplos de grupos cociente son de gran importancia en teoria
de ntimeros y algebra lineal.

(a) Sea G = Z con la suma usual de enteros. Sabemos que G es abeliano y
por ende todos sus subgrupos son normales. Dado m € Z positivo, se
verifica directamente que mZ = {mgq : q € Z} es un subgrupo de Z.
Paraunn € Z, mZ+n = {mq+n : q € Z} es la clase lateral derecha
de mZ en 7.
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Afirmacién: Las clases laterales de mZ en Z son: mZ, mZ—+1, ..., mZ-+
(m —1). En efecto, si 0 < i,7 < my mZ+ 1 = mZ+ j entonces m
divide a 7 — 7, la hipdtesis sobre 7, j implica ¢ = j. Dado n € Z, por el
algoritmo de la division, existen enteros q y r tales que n = mq+1ry
0 <r < m, entonces mZ + n = mZ + r, probando lo afirmado.

Note que dos enteros a y b son congruentes médulo m <= a —
b € mZ. Si [a] denota a la clase de congruencia médulo m entonces
l[a] = mZ + a. De la afirmacién anterior también se tiene que el grupo
cociente Z/mZ tiene cardinalidad m. Obsérvese que este ejemplo ya se
discuti6é al considerar los enteros modulo n.

Sea V un espacio vectorial sobre R, W un subespacio, en particular W
es un subgrupo de (V, +) el cual es abeliano, entonces el grupo cociente
V/W también lo es. Dado r € Ry (W + a) € V/W se define una
multiplicacién por escalar como r(W + «) := W + ra, es claro que
esta multiplicacion no depende del representante de la clase W + «a y
se prueba sin dificultad que hace de V/W un espacio vectorial. Si V
tiene dimension finita, digamos n y W es un subespacio de dimension
m entonces la dimensiéon de V/W es n — m. La demostracién se deja
como ejercicio.

1.4.1. Ejercicios

1.

Sea G' un grupo, H un subgrupo de G de indice 2. Demuestre que H
es normal. Este es un caso especial del siguiente resultado. Si H es un
subgrupo de G tal que [G : H] es el menor primo que divide a |G|
entonces H es normal.

. Demuestre que la interseccién de cualquier coleccion de subgrupos nor-

males es un subgrupo normal.

Sea H<G tal que [G : H] = n. Demuestre que y™ € H para todoy € G.

Sea G un grupo y GG’ el subgrupo generado por todos los elementos de la
forma zyz~ly~!, con 2,y € G. A G’ se le llama el subgrupo derivado o
subgrupo conmutador de G. Demuestre que G'<G y G/G’ es abeliano.
De hecho G’ es el menor subgrupo normal con tal propiedad, es decir,
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si H es subgrupo normal de G, entonces G/H es abeliano si y sélo si

G'CH.
5. Sea G un grupo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes
a) G" ={e} (G" es el derivado del derivado)

G
b) Existe un subgrupo normal H tal que H y 77 son abelianos.

A un grupo que satisface las condiciones anteriores se le llama metabe-
liano.

6. Sea G un grupo, H < G tal que G’ < H. Demuestre que H < G.

7. Sea G un grupo finito, H <G tal que (|H|, [G : H]) = 1. Demuestre que
H es el unico subgrupo de G con orden |H]|.

8. Sea S' = {z € C | |2] = 1}. Demuestre que S' es un grupo con
la operacién producto de nimeros complejos y S' = R/Z; R grupo
aditivo.

9. a) Si H < G demuestre que para todo g € G, gHg ! < G.

b) Demuestre que
W=()gHg ' <G

geG

c¢) Demuestre que H<G <= H = H* := {zhx™':he H},Vz € G.

1.5. Grupos ciclicos

En el estudio y clasificacién de los grupos, los mas sencillos a considerar
son los generados por un elemento, es decir los grupos ciclicos. El entender
las propiedades y estructura de estos es de gran importancia, pues como
se probara mas adelante, todo grupo abeliano finito se descompone como
producto directo de grupos ciclicos. Antes de iniciar la discusion de los grupos
ciclicos, presentamos dos ejemplos de grupos que, se probara, son isomorfos.
El primero se conoce como el grupo de las raices n-ésimas de la unidad y el
segundo fue introducido desde el inicio de la discusion.

Sea C,, = {z € C | 2" = 1}. Con la multiplicacién usual de complejos, C), es
un grupo, e invocando la férmula de De Moivre, [22] pagina 22, se obtiene
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C, = {e?™*)/n | 0 < k < n — 1}. Declarando ¢, = e?™/™ se concluye que
C,, = (), es decir, C), es un grupo ciclico con n elementos.

Recordemos la definicién de congruencia médulo un entero. Sea n un entero
positivo, se define en Z una relacién como

a=b(modn) sindivideaa—>b

y se verifica sin dificultad que esta relacion es una relacion de equivalencia que
divide a Z en n clases, llamadas las clases de residuos moédulo n. El conjunto
de clases de residuos lo denotamos por Z/nZ = {0, ...,n — 1}. Se verifica sin
dificultad que las clases de residuos forman un grupo ciclico con n elementos.
Sea G un grupo ciclico digamos G = (g), entonces G = {g" | n € Z}. Ya
sabemos que si |G| < +o00, entonces G = {e,g,...,¢™ '}, con |G| = m.

1.5.1 TEOREMA Sean G y H grupos ciclicos. Entonces G 2 H <= |G| =
|H].

Demostracion. > Se tiene de la definicién de isomorfismo.
< Sean G = (g9) y H = (h). Definase ¢ : G — H por ¢(g") := h'. Se
verifica facilmente que ¢ es un homomorfismo y ademas:

(i) ¢ es inyectiva, pues si p(g') = ©(g’) entonces h* = h’. Si h tiene orden
infinito, entonces la ecuacién h* = h’ implica que ¢ = j. Si h tiene
orden finito, entonces de la ecuacién h' = h/ se concluye que |h| divide
ai—j.Como 0 <4,j<|g| =|h|, se debe tener i = j.

(i) ¢ es suprayectiva, pues dado cualquier elemento de H, digamos h’,
tomamos ¢ y se tiene ¢(g') = h'. m

1.5.2 TEOREMA Sea G un grupo ciclico, entonces los subgrupos y los cocien-
tes de G también son ciclicos.

Demostracion. Sea H un subgrupo de G, si H = {e} no hay nada que probar,
por lo tanto podemos suponer que H # {e}. Sea G = (g), como H < G,
existe n > 1 tal que ¢g" € H, sea m el menor entero positivo tal que ¢ € H.
Se afirma que H = (¢™). Claramente (¢™) C H. Sea h € H, como h € G
entonces h = g* para algin k. Aplicando el algoritmo de la divisién a m y k,
concluimos que existen q y r, enteros tales que k = gm +r y 0 < r < m, por
lo tanto h = ¢gF = g9 = ¢g™4g"; de esta tltima ecuacién se concluye que
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g" € H. La minimalidad de m implica que r = 0. La conclusion se obtiene,
pues H C (g"). m

El Teorema 1.5.1 caracteriza a los grupos ciclicos en términos de su cardina-
lidad, como una consecuencia de éste se tiene: cualquier grupo ciclico infinito
es 1somorfo a los enteros.

1.5.3 TEOREMA Sea G un grupo finito, entonces G es ciclico <= para
todo divisor k de |G| existe un inico subgrupo ciclico Gy de G con |G| = k.

Demostracion. <= Es claro.

(= Sea G ciclico con |G| = n. Por el Teorema 1.5.2 los subgrupos de G
son ciclicos. Sea k un divisor de n, mostraremos que G contiene un unico
subgrupo de orden k. Sea b = g™*, con G = (g), claramente se tiene |b| = k.
Sea H un subgrupo de orden k, digamos H = (c), para algun c. Para concluir
la prueba es suficiente mostrar que ¢ € (b). Se tiene que ¢ = ¢ para algin
m. Como |H| = k, entonces ¥ = ¢™* = e y como |g| = n, se concluye que
n divide a mk, por lo tanto existe ¢ tal que mk = gn, de donde se obtiene
m = (n/k)q, concluyendo ¢ = g™ = g/M1 = (g"/*¥)7 € (b). m

NOTA. El teorema anterior se puede enunciar debilitando las hipétesis: Un
grupo finito G es ciclico, si y sélo si para cada divisor del orden de G existe a
lo mds un subgrupo de ese orden. Se puede obtener una prueba de esta version
usando un resultado sobre grupos nilpotentes o usando una propiedad de la
funcién de Euler. (Ver Teorema 4.3.6)

1.5.4 TEOREMA Sea n un natural, entonces existe un unico grupo ciclico de
orden n, salvo isomorfismo.

Demostracion. Tome las raices n-ésimas de la unidad 6 Z/nZ y aplique el
Teorema 1.5.1. m

1.5.1. Ejercicios

1. Sea GG un grupo ciclico de orden n. ;Cuantos generadores tiene G?

2. Sea GG un grupo abeliano finito tal que la ecuacion " = e tiene a lo
mas n soluciones para cada n. Demuestre que G es ciclico.

3. Sean H y K subgrupos normales de G tales que K N H = {e}. Demues-
tre que hk=khVhe HyVkeK.
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4. Si el orden de G es pq, con p y q primos diferentes y G tiene subgrupos
normales de orden p y ¢ respectivamente. Demuestre que G es ciclico.

5. Sea G un grupo no abeliano, Z(G) el centro de G. Demuestre que
G/Z(G) no es ciclico.

1.6. Los teoremas de isomorfismo

Anteriormente comentamos sobre la importancia de clasificar a los grupos via
isomorfismo. En este sentido es importante estudiar propiedades de homo-
morfismos de un grupo en otro, pues un caso especial de homomorfismos es
el que lleva a la condicion de isomorfismo, ;cudl es esa condicion? Un primer
intento de gran utilidad es iniciar considerando una funcién de un grupo en el
otro y tratar de ver si esta funciéon es un homomorfismo. Para ilustrar estas

ideas consideremos la siguiente situacion. Sea G = {((1) 711) D m € Z}.

Con el producto usual de matrices, se verifica que G es un grupo. ;Se puede
definir un homomorfismo entre G y Z? Un primer intento es relacionar un
elemento de G con un entero para definir una funciéon. Por ejemplo, se puede

m

., . 1
proponer una funcién que a cada entero m le asocie el elemento 0 1 de

G. Un calculo sencillo muestra que la suma de enteros es transformado en el
producto de matrices, es decir, si denotamos a la funcién descrita antes por

¢ se tiene:
omemo= (3 1) (%),

Una vez establecido esto, es directo verificar que ¢ es biyectiva, en otras
palabras, ¢ es un isomorfismo. En el ejemplo anterior resulté relativamente
sencillo encontrar un isomorfismo entre los grupos propuestos, sin embargo
hay situaciones en las cuales no se tendra una forma inmediata de estable-
cer un homomorfismo entre los grupos bajo consideracién. Supongamos que
se tienen dos grupos G7 y G y un homomorfismo f : G — G. Estamos
interesados en analizar las siguientes posibilidades:

1. Si f es inyectiva, (G; contiene un subgrupo isomorfo a G, a saber, la
imagen de f.

2. Si f es biyectiva, G = G;.
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3. Si f no es inyectiva, su nicleo es diferente de la identidad. Llamémosle
N. Para cualquier ¢ € G y cualquier n € N se tiene: f(gng™!) =
@) f(n)f(9)™" = f(g9)f(9)~' = e1, con e la identidad en G;. Esto
muestra que N es normal en G. jHay alguna relacion entre Im f y
G/N? El siguiente resultado da la respuesta.

1.6.1 TEOREMA (Primer Teorema de Isomorfismo) Sea f : G — Gy un
homomorfismo con nicleo N, entonces N <G y G/N = Im f.

Demostracion. Ya mostramos antes que N es normal. Sea F': G/N — Im f
definida por F(Na) := f(a). F estd bien definida pues si Na = Nb entonces
ab~! € N por lo tanto f(ab™') = ey, lo cual implica que f(a) = f(b). La
normalidad de N implica que F' es un homomorfismo. La biyectividad de F'
se verifica facilmente. m

1.6.1 EJEMPLO Sea G = GL(n,C) = {A € M,«.(C) | |A] #£ 0}, H =
{A € G| |A| = 1}. Se verifica que H < G y G/H es abeliano, de hecho
G/H =~ C".

El siguiente teorema muestra que los subgrupos normales de un grupo G,
estdan determinados por homomorfismos de G en algin otro grupo.

1.6.2 TEOREMA Sea G un grupo, H < G. Entonces H<1G <= H = ker f,
para algin homomorfismo f.

Demostracion. <= Se obtiene del Comentario 3 antes del teorema anterior.
= Sea H < G, considere G/H y definase 7 : G — G/H como sigue:

7(a) :== Ha.

Haciendo uso del hecho que H es normal en G, se verifica facilmente que 7
es un homomorfismo con nicleo H. m

Si 7 estd definido como en el teorema anterior, se le llama la proyeccion
natural.

1.6.1 EJERCICIO Sea G un grupo, H y K subgrupos. Supongamos que uno
de estos es normal. ;Es HK un subgrupo? ;Es HK un subgrupo normal?

1.6.3 TEOREMA (Segundo Teorema de Isomorfismo) Sea G un grupo, H y
K subgrupos. Supongamos que K <G. Entonces KNH<H yH/(KNH) =
(KH)/K.
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Demostracion. Puesto que K N H C H, esto y la normalidad de K implican
que (KN H)g~' € KN H C H para todo g € H, entonces K N H <1 H.
Claramente K <« KH. Sea ¢ : H — HK/K definido como por p(a) =
Ka. De la normalidad de K se tiene que ¢ es un homomorfismo, el cual
es suprayectivo. Por otro lado se verifica sin dificultad que el nucleo de ¢
es H N K. Finalmente, el resultado se obtiene aplicando el Teorema 1.6.1
(Primer Teorema de Isomorfismo). m

1.6.4 TEOREMA (Tercer Teorema de Isomorfismo) Sea G un grupo, H y K
subgrupos normales tales que K C H C G. Entonces H/IK QG/K y

G/K ~ G
H/K ~ H

Demostracion. Sea Ka = Kb. La condicion K C H implica que Ha = Hb,
por lo tanto se puede definir ¢ : G/K — G/H como sigue, p(Ka) := Ha.
Es claro que ¢ es un epimorfismo y Ka € Kerp <— Ha=H <= a €
H <= Ka € H/K. La conclusién se obtiene del Teorema 1.6.1 (Primer
Teorema de Isomorfismo). m

Cuando se tiene un subgrupo normal N # {e} en un grupo finito G, el co-
ciente G/N resulta tener cardinalidad menor que la de G. En este sentido, el
grupo cociente G/N es méas pequenio y posiblemente sea més facil estudiarlo.
Algo que fuese deseable es que conociendo propiedades de G/N se pudieran
obtener propiedades de GG. Si esto fuese asi, entonces debe haber una forma
de obtener relaciones entre los subgrupos de G/N y los subgrupos de G, pero
icuales de estos subgrupos? El siguiente resultado contesta la pregunta plan-
teada, estableciendo una correspondencia biyectiva entre los subgrupos de G
que contienen a N y los subgrupos de G/N. De hecho, esta correspondencia
preserva normalidad e indices, mas precisamente:

1.6.5 TEOREMA (TEOREMA DE LA CORRESPONDENCIA) Sea G un grupo,
K <G yn:G— G/K la proyeccion natural. Entonces 7 define una corres-
pondencia biyectiva entre los subgrupos de G que contienen a K y los sub-
grupos de G /K. Si el subgrupo de G/K correspondiente a S es S*, entonces:

(i) §* = S/K = n(S).
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(1)) T CS < T* C S* yen este caso [S: T) = [S*: T"].

i) T <98 <= T*<185*, entonces ST = S*/T*.

A grandes rasgos, el teorema anterior se puede interpretar como sigue: Los
subgrupos que estan contenidos en K, desaparecen en el cociente y los que
no lo estan, aplicando el Segundo Teorema de Isomorfismo, dan origen a
subgrupos de la forma

KH A, H

K HNK
lo que puede ser interpretado como las traslaciones de H moédulo K. El
siguiente diagrama ilustra la situacion en el teorema anterior.

G/K
S* = S/K
{1} = K/K

Demostracion. Es claro que si K < S < G, entonces S/K < G/K. Sean S'y
T subgrupos de G que contienen a K tales que S/K = T /K. Se probard que
S =T. Por simetria basta probar que S C T. Sea a € S, entonces Ka = Kb
para algin b € T, por lo tanto ab™' € K C T y como b € T entonces a € T,
de esto se concluye que la correspondencia es inyectiva.

Sea S* < G/K y S = 7~ 1(S*). Se verifica directamente que S < G, ademés
7(S) = w(7~1(S*)) = S*, pues por definicién de S, 7(S) C S* y como 7 es
sobre, entonces dado x € S* existe y tal que 7(y) = x, por lo tanto S* C w(.5).
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Hasta aqui se ha probado la parte (i) y que 7w define una correspondencia
biyectiva.
(ii) Es claro que 7 preserva inclusiones, entonces resta probar que si K C
S C T, se debe tener [T : S] = [T* : S*], esto equivale a probar que existe
una correspondencia biyectiva entre las clases S*t* y las clases St.
Dado St € {St |t € T}, n(St) := S*t*. Esta correspondencia entre clases
estd bien definida pues si St = St;, entonces tt;* € S, por tanto t*t* 1 € S*.
El argumento anterior también prueba que 7 es inyectiva en el conjunto de
clases; por otro lado se verifica directamente que 7 es suprayectiva.
(iii) Si T <1 S, entonces gT'g~! = T para todo g € S y de esto obtenemos
7(T) = 7(gTg™ ') = n(g)T*w(g9)~' = T*. Dado cualquier z € S*, x es de la
forma z = 7(g), para algin g € S, por lo tanto 2T*z~! = 7(¢)T*n(g)~" =
7(gTg™") = n(T) = T*, probando que T* <1 S*.
Reciprocamente, si T* <1 S*, debemos mostrar que g7'g~! C T para todo
g€ S. Dadox €T, n(grg™t) = m(g)m(x)m(g7t) € n(9)T*n(g)~' = T*, por
lo tanto gzg~' € T = 7~ 1(T*), es decir, gT'g~! C T. Por tltimo, como K <G
entonces K es normal en cualquier subgrupo de GG, de esto y aplicando el
Tercer Teorema de Isomorfismo se concluye: S*/T* = (S/K)/(T/K) = S/T,
probando la ultima parte de (iii).

=

1.6.1. Ejercicios

1. Sea G un grupo y a € G. Se define f, : G — G por f.(g9) = aga™'.

Demuestre que f, es un isomorfismo.
2. Sean H y G grupos, f: G — H un homomorfismo. Demuestre:

(a) f(a") = f(a)™ para todo n € Z,
(b) g(ker f)g~! C ker f para todo g € G.

3. Sea G el grupo aditivo de Z[z](polinomios con coeficientes en Z) y H
el grupo multiplicativo de los niimeros racionales positivos. Demuestre
que G = H.

4. a) Sea G un grupo tal que z? = e para todo x € G. Demuestre que
G es abeliano.
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b) Un grupo G es abeliano si y sélo si la funcién f : G — G dada
por f(z) = 2! es un homomorfismo.

5. Sea f: G — H un homomorfismo, a € G tal que |a| < +00. Demuestre
que |f(a)| divide a |al.

6. Sea GG un grupo finito. Suponga que existe un entero n > 1 tal que la
funcién f(z) = 2™ es un homomorfismo. Demuestre que la imagen y el
nucleo de f son subgrupos normales de G.

7. Un grupo G se dice simple, si los tnicos subgrupos normales son la
identidad y el mismo. Sea G un grupo simple. Si f : G — H es un
homomorfismo tal que f(g) # ep, para algin g € G, entonces f es
inyectivo.

1.7. Producto directo de grupos

Uno de los problemas fundamentales en algebra, al estudiar estructuras, es
poder “descomponer” los objetos bajo estudio en términos de elementos mas
simples de entender. Por ejemplo, al estudiar a los niimeros enteros, se tiene
que estos se representan como producto de primos (Teorema Fundamental
de la Aritmética). Cuando se estudian matrices no singulares, se tiene que
éstas se representan como producto de matrices elementales. Si el objeto bajo
estudio es un espacio vectorial de dimensién finita junto con un operador T,
éste se puede representar como suma directa de subespacios T-invariantes
con propiedades adicionales (Teorema de la descomposicién primaria).

En el estudio de grupos, un problema de gran importancia es la “descom-
posicién” de un grupo como “producto” de subgrupos. Este resulta ser un
problema de gran dificultad, sin embargo, bajo buenas hipdtesis (abeliano
y finito) la respuesta es satisfactoria, Teorema 3.1.9. El proceso de factori-
zar, resulta mucho mas dificil que el de multiplicar. ;Pero qué es multiplicar
grupos? Nos referimos al producto directo de grupos que a continuacion dis-
cutimos.

Sean H y K grupos, G = H x K el producto cartesiano. Se define en G una
operacion como sigue:

(hbkl) o (hz, k‘Q) = (h1h2> k’lk’z)-

Se verifica sin dificultad que con esta operacién G es un grupo.
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1.7.1 DEFINICION Sean H, K y G como antes, G se llama el producto
directo externo de H y K.

Si G es el producto directo externo de H y K entonces G contiene dos
subgrupos H y K isomorfos a H y K respectivamente. Estos subgrupos se
hacen explicitos de la siguiente manera

H=Hx{1}, K={1}xK.

Se verifica que H,K <G, HNK = {¢} C G, y G = HK. Cuando un
grupo G contiene subgrupos de tal forma que las condiciones anteriores se
cumplen, se dice que G es el producto directo interno de H y K. ;Cuél
es la diferencia entre producto directo externo e interno? ; Encuentra alguna
analogia con el caso de espacios vectoriales?

1.7.1 OBSERVACION El producto directo externo de grupos es “conmutati-
vo” y “asociativo”, mas precisamente:

(i) Hx K=K x H
(ii)) (Hx K)x L= Hx (K xL).

De la parte (ii) de la observacién anterior se concluye que dada una coleccién
de grupos Hy, ..., H,, el producto H; X - - - X H,, es inico salvo isomorfismo, es
decir, el producto es independiente del orden y forma de asociar los factores.

1.7.1 EJERCICIO Sean H y K grupos. Demuestre que H x K es abeliano
< H y K lo son.

1.7.2 EJERCICIO Sean m,n € N primos relativos. Demuestre que Zpy, =
k

Ly X Loy Concluya que si n = prl es la factorizacion de n en primos,

i=1

entonces L, = Z e X - prek. Este Ejercicio es conocido como el Teorema
k

Chino del Reszduo

1.7.1 TEOREMA Sea G un grupo, H y K subgrupos normales de G tales que
G=HK yHnNK = {e}. Entonces G = H x K.

Demostracion. Sea g € GG, entonces g = hk con h € H y k € K. La condicién
H N K = {e} implica que h y k son tdnicos, pues si ¢ = hk = hk; entonces
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hi'h =kik™' € HNK = {e}. Definamos ¢ : G — H x K por ¢(g) = (h, k),
la normalidad de H y K junto con H N K = {e} implican que ¢ es un
homomorfismo, el cual resulta ser un isomorfismo. m

1.7.2 TEOREMA Sean G = H x K, Hy << H, K1 < K. Entonces

G _H K

H x K SRV
X 1<]G Y H; x K3 HlxKl

Demostracion. Sean my : H — H/Hy, 7 : K — K/K; las proyecciones
naturales, F' : G — H/H; x K/K; definida por F(h,k) := (Hh, K1k).
La normalidad de H; y K; implica que F' es un epimorfismo. Nétese que
(h,k) € ker ' <= (h,k) € H, x K;. El resultado se obtiene del Primer
Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.6.1). m

1.7.1 EJEMPLO Sea G un grupo abeliano de orden p*, p primo, entonces

o~ 7 p*Z
| Z/pZXxZ/pZ

Solucién. Sea a € G\ {e}, entonces |a| = p 6 |a| = p?. Si |a| = p? para algiin
a, entonces G = Z/p*Z. Si |a| = p para todo a # e entonces existen a y
b en G tales que |a| = |b] = py (a) # (b), estas condiciones implican que
(a) N (b) = {e}, como G es abeliano entonces (a), (b) < G. También se tiene
que G = (a)(b), aplicando el Teorema 1.7.1 se concluye que G = (a) x (b) =
Z/pZ xZ/pZ.

Nota. M4s adelante se probard que los grupos de orden p?, p un primo, son

abelianos.

1.7.1. Ejercicios

1. Sean m y n enteros positivos primos relativos. Demuestre que Z/mnZ =
Z/mZ X Z/nZ.

2. Sea G un grupo, H y K subgrupos tales que [G : H| y [G : K] son
finitos y primos relativos. Demuestre que G = HK
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3. Sea G un grupo finito, H y K subgrupos normales tales que |H||K| =
|G|. Suponga que una de las siguientes condiciones se cumple H N K =
{e} o HK = G. Demuestre que G = H x K.

4. Sean H y K subgrupos de un grupo G. Suponga que hk = kh para
todo h € H y para todo k € K, mas ain, suponga que todo elemento
de GG se escribe de manera tinica como producto de un elemento de H
y un elemento de K. Demuestre que G = H x K.

5. Construya grupos no abelianos de orden 12, 18, 24. De hecho construya
ejemplos de grupos no abelianos de orden 6n, para todo entero n > 1.

6. Sea {G,} una familia de grupos. ;Cémo define el producto directo de
los elementos de la familia? ; Puede darle estructura de grupo?

7. Sea G un grupo no abeliano de orden 8. ;Puede ser G isomorfo al
producto directo de dos grupos de cardinalidad mayor que uno?

8. Sea G un grupo finito que contiene un subgrupo simple H de indice

dos. Demuestre que H es el inico subgrupo normal propio 6 GG contiene
un subgrupo K de orden dos tal que G =2 H x K.






Capitulo 2

Grupos de permutaciones y
acciones de grupo

2.1. El grupo de permutaciones y el teorema
de Cayley

Desde el punto de vista historico, una de las fuentes originales de la teoria de
grupos, consiste en considerar las permutaciones de las raices de un polinomio
con la finalidad de poder clasificar aquellos cuyas raices se pueden expresar
por medio de radicales. Esto se enmarca en el contexto de la imposibilidad de
resolver la ecuacion general de grado n por radicales. Nuestro interés en esta
seccion es presentar una discusion de la cual se desprenda que los grupos de
permutaciones son universales en el sentido de contener subgrupos isomorfos
a uno dado (Teorema de Cayley), mas precisamente:

2.1.1 TEOREMA (Cayley 1878) Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de
un grupo de permutaciones.

Demostracion. Sea X = G considerado como conjunto, Sx el grupo de per-

mutaciones de elementos de X. Definamos ¢ : G — Sx por ¢(g) := f,, en

donde fy(x) = gz.

Afirmacién: ¢ es un monomorfismo. Sean z,y € G, entonces p(zy) = fuy,

evaluando f;, en un elemento arbitrario de G se verifica que f,, = fy 0 fy, es

decir ¢ es un homomorfismo, la inyectividad de ¢ se obtiene directamente.
=

2.1.1 COROLARIO Si |G| = n, entonces G — S,,. m
o1
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El Teorema de Cayley establece que todo grupo es isomorfo a un subgrupo de
un grupo de permutaciones. Una desventaja de este teorema es que si |G| = n,
entonces GG esta sumergido en un grupo que resulta ser muy “grande”, pues
su cardinalidad es n! Una pregunta natural es: ; podemos mejorar el resultado
en el sentido de encontrar otro grupo con menos elementos, de manera que
la conclusion del teorema siga siendo valida? En esta direccién tenemos el
siguiente:

2.1.2 TEOREMA (GENERALIZACION DEL TEOREMA DE CAYLEY) Sea G un
grupo, H un subgrupo y X = {gH | g € G}. Entonces existe un homomor-
fismo 0 : G — Sx tal que ker 0 es un subgrupo mazimal contenido en H
normal en G.

Demostracion. Sea § : G — Sx definido por 6(g) := f,, con f,(bH) := gbH.
Se verifica directamente que 6 es un homomorfismo. Sea K = kerf, si g € K
entonces f,(bH) = gbH = bH para todo b € G, en particular, para b = e
se tiene gH = H, de donde se concluye g € H. Mostraremos ahora que K
es maximal. Sea N un subgrupo normal contenido en H. Dado x € N, la
normalidad de N implica que para todo g € G, g~'zg € N C H por lo tanto
g txgH = H, lo cual implica xgH = gH para todo g € G, y de esto se tiene
x € ker# = K, terminando la prueba. m

2.1.2 COROLARIO Sea G un grupo finito el cual contiene un subgrupo H # G
tal que |G| no divide a [G : H|! Entonces H contiene un subgrupo normal no
trivial. En particular G no es simple. m

2.1.1 EJERCICIO Sea G un grupo finito, H < G tal que |G : H] = p, con p
el menor primo que divide a |G|. Demuestre que H < G. (Sugerencia. Use el
método del Teorema 2.1.2, pdgina 52).

2.1.2 EJERCICIO Sea G un grupo de orden 99 y suponga que tiene un sub-
grupo de orden 11, (mds adelante mostraremos que un grupo de orden 99
tiene un subgrupo de orden 11, lo cual se obtiene aplicando el Teorema de
Cauchy, Teorema 2.5.1, pagina 66 ). Demuestre que este subgrupo es normal.

Antes de continuar con el estudio de los grupos de permutaciones, presenta-
remos la clasificacién de los grupos de orden p? y 2p con p primo, obteniendo
como consecuencia la clasificacion de los grupos de orden < 10 excepto los
de orden 8 = 23.
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2.1.3 TEOREMA Sea G un grupo, H y K subgrupos de G.

(i) St G = HK, entonces para todo © € G eziste un k € K tal que
H* = H*.

(i) Si H, K son subgrupos propios y G = HK, entonces H y K no son
conjugados.

(11i) Si H es subgrupo propio, entonces G # HH* V¥ x € G.

Demostracion. i) Dado x € G; por hipdtesis se tiene x = kh, con k € K y
h € H. De esto obtenemos H* = H* = khHh™ k™' = kHEk™L.

(ii)) Si K = H” para algin = € G, entonces aplicando la parte (i) se concluye
que K = H®* = H* y esta tltima ecuacién implica que H = K, por lo tanto
G = HH = H, lo cual es imposible.

(iii) Es consecuencia de (ii). m

2.1.3 COROLARIO Si G tiene orden p?, con p un nimero primo, entonces

todo subgrupo es normal.

Demostracion. Sean, H un subgrupo propio de G y g € G. Es claro que

HI||H 2
|H9| = |H|. También se tiene que |HHY| = ||ng|W|H|| = |ngm ik Por el

Teorema de Lagrange se tiene
1
|HIN H| =
p

Si |[H9N H| = 1 entonces |[HYH| = p* = |G|, y de esto se concluye G = HIH,
contradiciendo la parte (iii) del teorema anterior, por lo que se debe tener
|HYN H| =p=|H|ydeesto HH N H = H, concluyendo H? C H, es decir,
H es normal en G.

Otra prueba directa se obtiene aplicando el Ejercicio 2.1.1, pagina 52. m

2.1.4 TEOREMA Sea G un grupo de orden p?, con p un nimero primo. En-
tonces G es abeliano.

Demostracién. Si G tiene un elemento de orden p?, hemos terminado, por
lo tanto podemos suponer que todos los elementos de G'\ {e} son de orden
p. Sean a,b € G \ {e}. Si (a) = (b) entonces claramente ab = ba. Podemos
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suponer que (a) # (b), de lo cual se tiene, (a) N (b) = {e}, pues a y b tienen
orden primo. Por el corolario anterior, (a) y (b) son subgrupos normales de
G, entonces aba™'b~! € (a) N (b) = {e}, es decir ab = ba. m

2.1.4 COROLARIO Si G tiene orden p*, p un nimero primo, y no es ciclico,
entonces G contiene p + 1 subgrupos de orden p.

Demostracion. Un argumento como en el teorema anterior demuestra que
a € G\ {e} estd contenido en un dnico subgrupo de orden p, cada subgrupo
de orden p contiene p—1 elementos diferentes de la identidad. Sean Hy, ..., Hy
los subgrupos de G de orden p. Definiendo S; = H;\ {e} se tiene que S;N.S; =
) para i # jy US; = G\ {e} por lo tanto

Us:

esto ultimo implica k=p+ 1. =

k
:Z‘Si‘ =k(p—1)=p" -1,
i=1

2.1.1 OBSERVACION El teorema anterior y el Ejemplo 1.7.1 pagina 48, cla-
sifican los grupos de orden p?.

En el siguiente teorema se estudian los grupos de orden 2p, p primo impar. El
caso general, es decir, |G| = pg, con p y ¢q primos diferentes se hard después
de haber discutido los teoremas de Sylow.

2.1.5 TEOREMA Sea p un primo, entonces:

(i) Sip =2, hay dos grupos (no isomorfos) de orden 2p = 4 los cuales son
abelianos.

(i1) Sip es impar, hay dos grupos (no isomorfos) de orden 2p: Uno es ciclico
y el otro es no abeliano.

Demostracion. Primero mostraremos que un grupo de orden 2p, con p un
numero primo impar, contiene un elemento de orden p. Sea g € G \ {e},
entonces |g| € {2, p, 2p}. Si G contiene un elemento de orden 2p, G es ciclico
y por lo tanto contiene elementos de orden p. Si todos los elementos de G
son de orden 2, G es abeliano (ejercicio), y de esto, todos los subgrupos son
normales.
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Sea g € G\ {e}, entonces |G/{g)| = p lo cual implica que G/(g) es ciclico,
por lo que debe existir z € G'\ (g) tal que (z) = G/(g). Por otro lado se tiene
el hecho siguiente. Si f : G — H es un homomorfismo y g € G tiene orden
finito, entonces |f(g)| divide a |g|. De esto se concluye que p divide a |z|, lo
cual es imposible. De lo anterior se concluye que GG contiene necesariamente
elementos de orden p, los cuales generan grupos normales, pues son de indice
2.

(i) Si p = 2 entonces |G| = 2% = 4 por lo tanto G es abeliano. El Ejemplo 1.7.1
garantiza que los grupos de orden 4 son isomorfos a uno de los siguientes

Z4, ZQ X ZQ.

(ii) Supongamos que p es impar. Por lo probado antes y la hipdtesis sobre el
orden de G se tiene que existen elementos a, b € G tales que |a| =2y |b| = p.
También se tiene que (b) <t G, por lo tanto existe i € Z tal que aba™! = ', de
la tiltima ecuacién se obtiene a(aba~')a~" = abia~! = b*, como a tiene orden
2 la anterior ecuacién se reduce a b = b, lo que a la vez implica b" ! = ¢,
como b tiene orden p entonces p divide a7 — 1 6 p divide a ¢ + 1.

Caso I. i = 1 + pk, entonces aba~! = b'*P* = b por lo tanto ab = ba y esto
implica que G contiene un elemento de orden 2p, es decir G es ciclico.
Caso II. Si i = pk — 1, entonces aba™' = WP*~! = b~ es decir G no es
abeliano. Para terminar la prueba se debe mostrar que hay un grupo no
abeliano de orden 2p. En general para cada n € N existe un grupo no abeliano
de orden 2n llamado el grupo diédrico construido como sigue: Sea P, un
poligono regular de n lados. Una simetria de P, es una biyeccion P, — P,
que preserva distancias y manda vértices adyacentes a vértices adyacentes.
Sea D, el conjunto de simetrias de P,, se verifica que D,, es un grupo no
abeliano de orden 2n. m

Con los resultados probados hasta aqui, estamos preparados para clasificar
los grupos de orden < 10 excepto los de orden 8, lo cual se hara mas adelante.
Sea G un grupo no abeliano de orden 6, entonces los elementos de orden 2
no generan subgrupos normales, pues de otra forma G tendria un subgrupo
normal de orden 2 y un subgrupo normal de orden 3 cuya interseccién seria
la identidad, por lo tanto G seria isomorfo a Z, x Zs el cual es abeliano. Sea
b un elemento de orden 2 en G, H = (b), X = {¢gH | g € G}. Como |H| =2
entonces |X| = 3. Aplicando el Teorema 2.1.2 pagina 52, y el hecho que H
no es normal se concluye que G es isomorfo a un subgrupo de Sx = S3 de
orden 6 por lo tanto G = S3. Los resultados obtenidos los podemos resumir
en la siguiente tabla
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Cuadro 2.1: Grupos de orden < 10, no incluyendo los de

orden 8
Orden | grupos abelianos | grupos no abelianos
2 ZQ
3 Zs
4 Ly, Lo X T
5 Zs
6 Zg Ss
7 Ly
8
9 Ly, T X Zs
10 ZIO D5

Después de esta disgresion regresamos a la discusion del grupo de permuta-
ciones. Sea X un conjunto no vacio, 0 € Sy y x € X, se dice que o fija a z
si o(x) = x. En lo que sigue, si |X| = n supondremos que X ={1,2,...,n}
y Sx = S,. Dado ¢ € S,,, usaremos la siguiente notacién para designar a o

<1 92 ... n)
o= .. . ,
Zl 22 “ e Zn

lo cual significa o(k) = 4. Por ejemplo o0 = ( ; ? g >, significa o(1) =

2, 0(2)=1, 0(3) =3 .

2.1.1 DEFINICION Sean iy, ..., i, enteros distintos en el intervalo [1,n], o €
Sy, tales que o(iy) = ig, 0(is) = i3,...,0(i,) =11 y o(j) = j para todo j &
{i1,42,...,1,}, en este caso o se llama un r-ciclo ¢ un ciclo de longitud
r y se denota por o = (iyiz ... 1.). Sir =1, 0 es la identidad; sir =2, o

se llama una transposicion.

2.1.1 EJEMPLO Sea 0 € Sy, 0 = ( ; g i %), o es un 4-ciclo, o =
(1234).

1 2 3 45
2.1.2 EJEMPLO Sea 0 € S, 0 = <3 1 9 4 5> = (132)(4)(5) =

(132).
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De los ejemplos anteriores se concluye que es importante declarar en dénde se
encuentra definida la funcién o, pues en el ejemplo 2 o puede ser considerada
como un elemento de Ss.

2.1.2 DEFINICION Sean 0,3 € S, o y 3 se dicen disjuntas o ajenas si
(i) o(z) # v = B(z) =,
(i) B(z) 2 = o(x) = x.

En general el producto de permutaciones no es conmutativo, sin embargo
en el caso que o y [ sean disjuntas entonces si conmutan, ver el Ejercicio 2
pagina 61, al final de esta seccién. Como ya se mencioné antes, uno de los
problemas fundamentales cuando se estudian estructuras algebraicas es poder
“factorizar” los elementos de la estructura en términos de elementos mas
simples. El siguiente resultado para permutaciones, es el analogo al Teorema
Fundamental de la Aritmética para los enteros.

2.1.6 TEOREMA Toda permutacion o € S,\{e} se puede expresar de manera
unica, salvo orden, como producto de ciclos ajenos de longitud > 2.

Demostracion. La prueba consiste en dos etapas:
(A) Factorizar a o como producto de ciclos ajenos.
(B) Mostrar que la factorizacién es tinica salvo orden.

(A) Sea o € S,,, X = {x : o(x) # x} y k := |X|. Aplicaremos induccién
sobre k. Si k = 0 entonces ¢ es la identidad y no hay nada que probar.
Supongamos que k > 0, es decir, existe 7; € [1,n] tal que o(iy) = is # 1.
Sea i3 = o (i), .., Existe un minimo r tal que o(i,) = i; (la existencia se
obtiene, por ejemplo, usando que o tiene orden finito). Sea

x en otro caso.

o (z) = {J(:c) six € {iy,... i},

Sir = k, entonces o = ¢’ y como ¢’ es un ciclo ya hemos terminado. Sir < k
)
definase

x en otro caso.

o) = {a(x) siw € X\ {in,..,ir},
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Note que ¢” mueve k — r elementos, por hipétesis inductiva ¢” es producto
de ciclos ajenos y claramente ¢’ y ¢” son disjuntas y ¢ = ¢’¢”, con esto
terminamos la parte (A).

(B) Supongamos que 0 = (315 = 71 -+ -7 con fB; y y; ciclos de longitud
> 2. Sea i € [1,n] tal que (1(i1) # i1, entonces existe ~y; tal que v;(i1) # i1;
como los 7; conmutan podemos suponer que ¥, (i1) # i; por lo tanto v (i) =
B1(i1) = o(i1), esta dltima ecuacién implica que 7{"(i1) = [7"(i1) para todo
m, también se tiene que y; y i son ciclos de la misma longitud pues en
la factorizacion de ¢ son los Unicos que mueven a ;. Por otro lado se tiene
que V{"(i1) = d14m, para 0 < m < vy (i) = t14m = (im) = Bilim),
por lo tanto 3 = v en {iy,...,i,} y como ambas fijan el complemento de
{i1,...,4,}, entonces 7, = (3. Ahora una hipétesis inductiva sobre el minimo
de {s,t} muestra la unicidad y la igualdad ¢t = s. m

2.1.5 COROLARIO El orden de o en S, es igual al minimo comin maltiplo
de los ordenes de sus ciclos. m

2.1.6 COROLARIO Toda permutacion o € S, puede representarse, no de
manera unica, como producto de transposiciones.

Demostracion. Es suficiente probar que todo ciclo es producto de transposi-
ciones, més ain, es suficiente probar que un ciclo de la forma (12...r) es
producto de transposiciones, lo cual se obtiene de la siguiente ecuacién

(12...7)=(1r)1r—1)---(13)(12). m

2.1.3 EJERCICIO Sea p un numero primo. Demuestre que los inicos elemen-
tos de orden p en S, son los p-ciclos o productos de p ciclos.

El siguiente resultado muestra que si bien en el teorema anterior no hay
unicidad en la representacion de una permutacion, al menos se tiene un in-
variante modulo 2 en cuanto al nimero de transposiciones que aparecen en
la factorizacién. Mas precisamente:

2.1.7 TEOREMA Sea o € S,,, entonces el numero de transposiciones en la
factorizacion de o siempre es par O siempre es impar.

Demostracion. Sean x1, . .., x, numeros reales diferentes, definamos

P(zy,...,x,) = 1_[($Z —z;),

i<j
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entonces dado o € S, ¢ actia en P(zy,...,x,) como sigue

Po(xq,...,2p,) = H(ng(i) — To(j))-

i<j

Si o es una transposicion, se verifica facilmente que o(P) = — P, por lo tanto
si o =7 - T, con 7; transposicién para todo i, entonces o(P) = (—1)kP,
de esto se obtiene el resultado. m

2.1.3 DEFINICION Una permutacion o € S, se dice par (impar) si o se
puede representar como producto de un nimero par (impar) de transposicio-
nes. Se define el signo de o como:

1 sio es par
sgno = : :
—1 si0 es impar.

2.1.8 TEOREMA Sean > 2, A, :={o € S, | o es par}. Entonces A,, es el
unico subgrupo de S, de indice 2.

Demostracion. Sea ¢ : S, — {1, —1} definido por ¢(o) := sgno, se verifica
directamente que ¢ es un homomorfismo y ker ¢ = A,,, por lo tanto S, /A, =
{1,-1} y [Sn : A,) = 2. Sea H < S, tal que [S, : H| = 2, como [5, :
A,] = 2 basta mostrar que A, C H y como A, estd generado por los 3-ciclos
(Ejercicio 5, pagina 62), entonces es suficiente mostrar que H contiene a los
3-ciclos. Sea o € S,, entonces 0> € H, pues H tiene indice 2 en S,, en
particular si o es un 3-ciclo o* =0 € H. m

2.1.4 DEFINICION Al subgrupo A,, definido en el teorema anterior se le lla-
ma grupo alternante.

2.1.5 DEFINICION Dado un grupo G se define la relacién de conjugacion
en G como sigue: si x,y € G se dice que x es conjugado de y, si existe un
g € G tal que x = gyg~*. En este caso se dice que x e y son conjugados.

Se verifica facilmente que ser conjugados define una relacién de equivalencia
cuyas clases se llaman clases de conjugacion de G. Con esta terminologia se
tiene que si [x] es una clase, entonces [z] = {gzg™' | g € G}y [z] = {z} +—=
gr =xgV g € G, es decir, la clase de x tiene solamente un elemento si y sélo
si x pertenece al centro de G.
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2.1.2 OBSERVACION Z(G) =G <= G es abeliano.

2.1.4 EJERCICIO Sea G un grupo que contiene un elemento de orden n > 1
y exactamente dos clases de conjugacion. Demuestre que |G| = 2.

2.1.5 EJERCICIO Sea G = GL(n,R), entonces dos elementos de G son con-
Jjugados <= representan a la misma transformacion lineal de R™ en R".
sEn que consiste Z(G)?

2.1.6 DEFINICION Se dice que los elementos o, 3 € S, tienen la misma
estructura en ciclos, si para cada v > 1 el nimero de r-ciclos en « es
tgual al numero de r-ciclos en (3.

El siguiente resultado caracteriza a los elementos de S,, que son conjugados.

2.1.9 TEOREMA Sean o, € S,, entonces o y 3 son conjugados <=
tienen la misma estructura en ciclos.

Demostracion. Sea o = (ay---ag) un k — ciclo en S, y 7 € S,, pongamos
7(a;) = b;, entonces 7o (b;) = To(a;) = T(ais1) = by, para i < r — 1.
Definiendo by, = b se tiene 7o' = (7(a;)---7(az)). Supongamos que
o = o01---0, es la descomposicion de o como producto de ciclos ajenos

(incluyendo ciclos de longitud uno), entonces para cualquier 7 € S, To7~! =

To1T Toor 1 - 7ot de esto se tiene, por lo anterior, que o y cualesquiera
de sus conjugados tienen la misma estructura en ciclos.

Supongamos que ¢ y p tienen la misma estructura en ciclos, digamos o =
(arag -+ )(bybg-+) -+, p=(cica-+-)(dydg---) -+, en donde los ciclos apare-
cen en orden creciente en cada una de las permutaciones. Definiendo 7(a;) =
i, T(b;) = d;, y asi sucesivamente, uno verifica que 70771 = p. m

2.1.3 OBSERVACION Sea 1 < k < n, entonces el nimero de k ciclos en S, es

%[n(n—l)---(n—kjtl)]. (2.1)
Demostracion Un k-ciclo estd determinado por k£ elementos iy,...,7; como
sigue: fije 7; entonces hay k£ — 1 formas de enviar ¢; a los restantes valores,
una vez fijado el elemento iy tal que i1 — 75 se tienen k— 2 posibles formas de
eleglr i3 tal que i; — iy — i3. De esta forma se tiene que dados los elementos
i1, - .., 1) se pueden construir exactamente (k—1)! diferentes k-ciclos. También
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n
se tiene que existen ( k) subconjuntos con k elementos. Multiplicando (k —

1)! (Z) se tiene el resultado. m

2.1.3 EJEMPLO Usando la ecuacion 2.1, se concluye que en Sy hay 8 ciclos
de longitud 3.

El siguiente resultado muestra que el reciproco del Teorema de Lagrange no
es verdadero, es decir, existe un grupo finito G y un entero n el cual divide
a |G| pero G no contiene subgrupos de orden 7.

2.1.10 TEOREMA Ay no contiene subgrupos de orden 6.

Demostracion. Supongamos que existe H < Ay tal que [A4 : H] = 2, entonces
0% € H paratodo o € Ay, en particular si o es un 3-ciclo 0? € H, por lo tanto
o = o' € H. Por otro lado tenemos que A4 es generado por 3-ciclos y por el
Ejemplo 2.1.3, H contiene al menos 8 elementos, lo cual es una contradiccion.

[ ]

2.1.4 OBSERVACION El corolario al Teorema 4.3.3 muestra que para n > 5,
A, no contiene subgrupos de varios 6rdenes, generalizando el Teorema 2.1.10.

2.1.1. Ejercicios

1. El subconjunto {¢ € S,|o(n) = n} es un subgrupo de S, isomorfo a
Sn-1.

2. Sean « y 3 dos permutaciones disjuntas, entonces a3 = (.

3. Sea o= (3155 ... B, con los B; ri-ciclos disjuntos. Demuestre que
|a| es el minimo comun multiplo de {ry,7,...,7,}. Concluya que si
p es primo entonces toda potencia de un p-ciclo es un p-ciclo, o la

identidad.
4. Si zq,..., 2, son numeros complejos distintos, se define
d = ic;(zi — 2;)

(cuando zi,...,z, son las raices de un polinomio f(x) de grado n,
d* se llama el discriminante de f(z).) Si o es una permutacién de
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2.2.

{#1,...,2,}, demuestre que I, ;(0z; — 0z;) = £d; més ain el producto
es d <= 0 es par.

Sea n > 2, entonces A,, es generado por 3-ciclos.

Demuestre que S,, puede ser generado por (12) y (12...n). Si G es
un subgrupo de S,, que cumple: para todo par de enteros (n, m) existe
un 0 € G tal que o(n) = m y contiene una transposicién y un p-
ciclo para algin primo p > n/2, entonces G = S,,. (P. X. Gallager,
The Large Sieve and Probabilistic Galois Theory, pdg. 98. Proceeding
of the Symposia in Pure Mathematics of the American Math. Society,
held at the St. Louis University, St. Louis Missouri, March 27-30, 1972.
Published in 1973, vol. XXIV)

Demuestre que todo grupo finito puede ser incluido en un grupo el cual
es generado por a lo més 2 elementos.

Sea G' un subgrupo de S, tal que contiene una permutacién impar.
Demuestre que GN A, tiene indice dos en G. Sugerencia: S,, = A,UTA,
para cualquier 7, permutacién impar.

Sean X, Y dos conjuntos finitos ajenos. Denotemos por Sx y Sy a los
grupos de permutaciones de los elementos de X e Y respectivamente.
Demuestre que Sx X Sy es isomorfo a un subgrupo de Sx_y. Concluya
que n!m! divide a (n+m)! y de esto tltimo que el producto de n enteros
consecutivos es divisible por n!, por lo que los coeficientes binomiales
son enteros.

Accién de un grupo en un conjunto

El Teorema de Cayley demuestra que los elementos de G pueden ser con-
siderados como permutaciones de los elementos de un conjunto, es decir,
G — Sx para algin X. Esto es un caso especial de una situaciéon mas ge-
neral de gran utilidad para el estudio de un grupo, lo cual se precisa con la
siguiente definicion.

2.2.1 DEFINICION Sea G un grupo, X un conjunto no vacio. Se dice que G
actiua en X, si existe un homomorfismo ¢ : G — Sx.
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Cuando G actia en X, a la pareja (X, ¢) se le llama un G-conjunto. Si G
actia en X entonces ¢(g) es una permutacién de X y esta permutacion se
abreviara g, por abuso de notacién. Entonces gz := ¢(g)(z) serd la notacién
que adoptaremos. Los siguientes son algunos ejemplos de G-conjuntos.

1. Si G C S, entonces X es un G-conjunto, pues G se identifica con un
subgrupo de Sx mediante la inclusion.

2. Cualquier grupo G es un G-conjunto (Teorema de Cayley).

3. Sea G un grupo, H < Gy X = {gH | g € G} entonces G actiia en X
de la siguiente manera. ¢ : G — Sx esta definida por ¢(g) := f, con
fs(aH) := gaH. Note que ésta es la accién que se usé en la prueba del
Teorema de Cayley generalizado (Teorema 2.1.2).

4. Sea G un grupo y X = {H < G}, entonces G actiia en X por con-
jugacién, es decir, ¢ : G — Sy estd definida por ¢(g) := f, con
fy(H):= HY=gHg".

5. Todo grupo G actia en si mismo por conjugacién, es decir la accion
es la misma que en el ejemplo anterior salvo que el conjunto X es el

propio G.
6. Sea G ={A € GL(2,Z) : |A| =1}, H={z € C: Im(z) > 0}. Dado
b
A=(1“ b ; se define Az := azt . Se verifica sin dificultad que G
c d cz+d

actua sobre H. Al grupo G se le llama grupo modular sobre Z.

2.2.2 DEFINICION Sea G un grupo y X un G-conjunto, dado x € X se define
la 6rbita de x, denotada orb (v) = O, :=={gz | g € G}.

Este ejemplo aclara en alguna medida el por qué del término érbita de x. Sea
X=R’yG={Ty:R* = R* | Ty(z,y) = (xcosf—ysend, xsenf+ycosfh)}.
Es un hecho bien conocido de algebra lineal que G forma un grupo con la
operacién composicién de transformaciones. Dado p' € R?, Orb (p) = {T(p) |
T € G} es un circulo (6rbita) con centro en 0 y radio ||7]).

2.2.1 OBSERVACION Si X es un G-conjunto, las érbitas de elementos de X
constituyen una particién de X, lo cual equivale a decir que la siguiente
relacion en X es una relaciéon de equivalencia.
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Sean x,y € X, entonces x se relaciona con y si existe un g € G tal que x = gy.
Si X es un G-conjunto, dado z € X considere St(z) := {g € G | gz = x}.
Se verifica sin dificultad que St(z) < G. A este subgrupo se le llama el
estabilizador de x. El siguiente resultado relaciona la cardinalidad de la érbita
de un elemento con el indice de su estabilizador.

2.2.1 TEOREMA Sea X un G-conjunto, x € X. Entonces existe una biyec-
cion entre los elementos de O, y las clases laterales izquierdas de St(x), es

decir [G : St(z)] = |O].

Demostracion. Sea ¢ : O, — {gSt(z) | g € G} definida como sigue ¢(gzx) =
gSt(z). Existe la posibilidad que para dos elementos diferentes g y g; en G se
tenga gr = gz, lo que implica x = g !¢y, es decir g 'g; € St(z), y esto a la
vez implica gSt(z) = g1St(z), probando que ¢ esta bien definida. La funcién
¢ es inyectiva pues p(gr) = p(g17r) <= gSt(z) = ¢;St(x), < g g1 €
St(r) <= g 'gir =1 <= gr = g1x. La suprayectividad de ¢ se obtiene
directamente pues dado gSt(z), entonces gx € O, y v(gz) = gSt(z). m

En lo que sigue consideraremos dos casos especiales de G-conjuntos que son
de gran importancia para el desarrollo tedrico. Sea G un grupo, X = Gy
considere la acciéon de GG en X por conjugacion, en este caso el estabilizador
de un elemento z se llama el centralizador, denotado por Cg(z) = St(z).
Se tiene g € Cg(r) <= grg~' = x. Como las érbitas de elementos en G
constituyen una particion, entonces G = UQ,, union disjunta. En este caso
las clases de equivalencia se llaman clases de conjugacién y O, = {z} <~
x € Z(@Q), por lo tanto

¢=zJ|l U 0.

227 (G)

Si G es finito, de la ecuacién anterior se obtiene

€1=1Z@)+ Y (6 Col)] (2.2
227 (G)

A la Ecuacion 2.2 se le conoce como la ecuacién de clases de G, la cual
probara ser de gran importancia.

Sea (G un grupo, considérese la accion del Ejemplo 4, pagina 63. En este caso
aSt(H)={g € G| H= H} selellama el normalizador de H y se denota
por Ng(H). La 6rbita de H son todos los conjugados de éste.
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2.2.2 OBSERVACION Un subgrupo H es normal <= Ng(H) =G <= la
orbita de H tiene un unico elemento.

2.2.1. Ejercicios

1. Proporcione los detalles de las afirmaciones en los ejemplos presentados
en esta seccion.

2. Sea G un p-grupo finito (ver la Definicién 2.3.1), X un G-conjunto
finito tal que med(]X|,p) = 1. Demuestre que hay un = € X tal que
gr = z para todo g € G.

3. Sea V un F,-espacio vectorial de dimensién d. Si G < GL(d,F,) tiene
cardinalidad p™, demostrar que existe v € V'\ {0} tal que gv = v para
todo g € G.

2.3. p-grupos y los teoremas de Sylow

En el estudio de grupos finitos, un problema de mucha importancia es de-
terminar si el grupo bajo estudio contiene subgrupos normales propios, esto
lleva al problema de clasificar los grupos simples, lo que constituyé uno de
los avances mas significativos de las matematicas en el siglo XX. Sin temor a
equivocacién, pudiera decirse que una primera aproximacién al estudio de la
existencia de subgrupos normales se hace con los Teoremas de Sylow. Esto se
ilustra en lo que viene de la discusion. En esta seccion también se discutiran
algunas propiedades de una clase muy importante de grupos, los llamados
p-grupos. Iniciamos con la siguiente:

2.3.1 DEFINICION Sea G un grupo, p un nimero primo. Se dice que G es
un p-grupo, si todo elemento de G tiene orden potencia de p.

Noétese que existe la posibilidad de que G sea infinito. En uno de los ejerci-
cios que se han planteado con anterioridad, se pide probar que si un grupo
finito tiene orden par entonces G debe tener elementos de orden 2. El primer
teorema de esta seccion es la generalizacion de este hecho al caso en que un
grupo finito tiene cardinalidad divisible por un primo, es decir:

2.3.1 TEOREMA (TEOREMA DE CAUCHY) Sean G un grupo finito y p un
primo tal que p | |G|. Entonces G contiene al menos un elemento de orden
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p. Mds precisamente, el numero de elementos de orden p es congruente con
—1 mddulo p.

Demostracion. ([8], Theorem 2.7), se define el siguiente subconjunto del pro-
ducto cartesiano de G p veces: X = {(z1,...,2,) @ @ € G,x1- -2, =
e}\{(e,...,e)}, entonces la ultima componente x,, de los elementos de X que-
da completamente determinada por los primeros p—1 elementos, por lo tanto
| X| = |G]P~! — 1. En particular, |X| = —1 (méd p). Sea H = (c) el grupo
ciclico de orden p. Definamos ¢ : H — Sx, (Sx denota al grupo simétrico en
X), como sigue: p(c') = fa, con fu(x1, ... 2p) = (Tit1, .-, Tp, X1, ..., T;).
Por otro lado se tiene que 21 --- 2, = e = rtag - -xpx1 = €, lo que equivale
a ToT3 - - T2 = e€; por induccion se prueba que iy - TR x; = ey de
aqui se obtiene que ¢ define un homomorfismo, es decir, H actia en X, por lo
tanto las érbitas de X bajo la accién definida por ¢ tienen uno o p elementos.

Sea ¥ = (x1,...,xp) € X, entonces |orb (¥)| =1 <= = (z,...,2) <=
2P = e. Sea Xog = {¥ € X : |orb (¥)| = 1}, entonces la cardinalidad de X
es igual al nimero de elementos en G de orden p y | X| = |GP7! — 1 = | X

(mdéd p), la conclusién se tiene. m

2.3.1 COROLARIO (PEQUENO TEOREMA DE FERMAT) Sean un entero po-
sitivo y p un nimero primo que no divide a n. Entonces n?~! =1 (méd p).

Demostracion. Sea G un grupo de orden n y sean X y X, como en la de-
mostracion del teorema anterior. Dado que p no divide a n, entonces X es
vacio, por lo que | X|=|GP' —1=n""'—-1=0 (méd p). m

2.3.2 COROLARIO Sea G un grupo finito, G es un p-grupo <— |G| = p"
para algun n.

Demostracion. La prueba se obtiene aplicando los teoremas de Cauchy y
Lagrange . m

2.3.3 COROLARIO Sea G un p-grupo finito con mas de un elemento, enton-
ces | Z(G)| > 1.

Demostracion. La ecuacion de clases para G afirma que:

Gl =12+ > [G: Cal)].

*ZZ(G)
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Por el Corolario 2.3.2 |G| = p", para algin n. Si G = Z(G), hemos terminado,
en caso contrario cada término de la suma anterior es un muiltiplo de p, pues
los subgrupos C(x) no son iguales a G para = € Z(G). De esto se tiene que
|Z(G)| > 1, equivalentemente, Z(G) # {e}. m

2.3.4 COROLARIO Los grupos de orden p* con p primo, son abelianos.

Demostracion. Por el Corolario 2.3.3, se tiene que Z(G) # {e}, lo cual a la
vez implica que G/Z(G) es ciclico. Ahora la conclusién se obtiene aplicando
el Ejercicio 5, pagina 41. m

Dado que la nocién de subgrupo maximal se usara en la siguiente discusion,
recordamos la definicion.

2.3.2 DEFINICION Sea G un grupo, M < G. Se dice que M es mazimal si
M < N <G implica M =N ¢ N =G.

2.3.3 DEFINICION Sea G un grupo, p un nimero primo. Un subgrupo P es
un p-subgrupo de Sylow si P es un p-subgrupo maximal.

2.3.1 OBSERVACION Sea G un grupo, entonces todo p-subgrupo estd conte-
nido en un p-subgrupo de Sylow.

Demostracién. Este es un ejercicio para aplicar el Lema de Zorn al conjunto
§ ={H <G| H es un p-subgrupo}. m

Antes de presentar la discusion de los teoremas de Sylow, quisiéramos ilustrar
las ideas centrales que se usaran, abordando un ejemplo. También, con este
ejemplo, se ilustra la utilidad que tiene el uso de la acciéon de un grupo en
un conjunto.

2.3.1 EsEMPLO ;Cudntos grupos, no isomorfos, de orden 15 hay?

Iniciamos la discusion de la pregunta haciendo una consideracién sobre los
subgrupos de GG. Por el Teorema de Cauchy, G contiene subgrupos de orden
3 v b respectivamente y el grupo de orden 5 es normal, pues su indice es 3,
el menor primo que divide a |G|. jEs normal el subgrupo de orden 37

Sea P un subgrupo de orden 3, P es normal en G <= P9 = gPg~! = P para
todo g € GG, en otras palabras, P es normal si el conjunto de sus conjugados
tiene un solo elemento. Esto lleva a considerar la accién, por conjugacion, de
G en el conjunto de sus subgrupos.
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Sea X = {P9|g € G}, entonces X es la érbita de P bajo conjugacién, de
esto se tiene que GG actia por conjugacion en X. Restringiendo esta accion
a P, se tiene que para cualquier @ € X, [P : Stp(Q)] es uno o tres, mas
precisamente, [P : Stp(Q)] =1 <= P = Stp(Q) = Ng(Q) N P, y esto
ultimo <= P < Ng(@Q). Por otro lado, @ es normal en Ng(Q) por lo que
PQ es un subgrupo de Ng(Q), y por ende, también de G. Este subgrupo tiene
orden 3 6 9 (;por qué?). Por el teorema de Lagrange, G no tiene subgrupos
de orden 9, por lo tanto |PQ| = 3 y de esto se tiene P = @, es decir, el tnico
elemento de X cuya 6rbita, respecto a la accién de P, tiene cardinalidad
uno, es el mismo P. También tenemos que la cardinalidad de la érbita de un
elemento es igual al indice de su estabilizador.

De todo esto se tiene que | X| = Z |Orbp(Q)| = 1 + 3k, para algin k. Usan-
do la ecuacién que relaciona la cardinalidad de una orbita con el indice del
estabilizador tenemos: |X| = [G : Ng(P)], cuando a X se le considera co-
mo una Orbita bajo la acciéon de G en el conjunto de sus subgrupos. Como
P C Ng(P), entonces [G : Ng(P)] = |X| es uno o cinco, esto y lo que se ha
probado antes da como resultado |X| = 1, probando que P es normal.
Hasta este punto se ha probado que G contiene subgrupos normales de orden
3 y 5, ahora es inmediato probar que G es ciclico. La discusién anterior la
resumimos en la siguiente:

2.3.2 OBSERVACION Hay solamente un grupo de orden 15, salvo isomorfis-
mo.

2.3.2 TEOREMA ( SYLow) ! Sea G un grupo finito, P un p-subgrupo de
Sylow de G y 1, el nimero de p-subgrupos de Sylow de G, entonces

(1) b [ |Gl y Iy =1 (méd p).

(ii) Los p-subgrupos de Sylow son conjugados .

Demostracion. (i) Consideremos la accién de GG en sus subgrupos por con-
jugacién. Si P es un p-subgrupo de Sylow, sea X = {P = P, P,,..., P.} el
conjunto de subgrupos conjugados de P. Es directo verificar que si un subgru-
po es maximal, sus conjugados también lo son, por lo tanto los elementos de

'En 1872, Sylow establecié los teoremas que hoy llevan su nombre para el caso de
grupos de permutaciones. Frobenius los generalizé en 1887, [24].
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X son p-subgrupos de Sylow. Como X es una orbita bajo la accién descrita,
entonces (G actua en éste y, por restriccién, P actia en X.

Dado @ € X, [P : Stp(Q)] = p°, para algin s. Se tiene que s = 0 si y sélo si
P =Stp(Q) = Ng(Q) N P, y esto ultimo ocurre <= P C Ng(Q). Como Q
es subgrupo normal de su normalizador, entonces P(Q es un p-subgrupo de G
que contiene a Py a (). Por maximalidad de estos se debe tener P = (). Con
esto se ha probado que el tinico elemento de X que tiene 6rbita con un solo
elemento, cuando se hace actuar P en él, es el mismo P. De este argumento
se tiene que | X| =7 = > |Orbp(Q)| = 1+ pl, para algin [, es decir, | X| =1
(méd p).

Por otro lado, al considerar a X como la érbita de P bajo la accién de G se
tiene | X| = [G : Ng(P)] y éste es un divisor de |G|. Para concluir la prueba
de i) debemos probar la parte ii).

(ii) Supongamos que ) es un p-subgrupo de Sylow y que Q ¢ X, en particular
@ # P;. El mismo argumento anterior muestra que () actia en X y sus
orbitas bajo esta accién tienen cardinalidad multiplos de p, lo que contradice
lo ya probado. De lo anterior se obtiene que todo p-subgrupo de Sylow es
conjugado a P y por lo tanto [, = r. m

2.3.3 TEOREMA ( SYLOW) Sea G un grupo finito, p un nimero primo tal
que |G| = p"m con (p,m) = 1. Entonces todo p-subgrupo de Sylow tiene
cardinalidad p™.

Demostraciéon. Basta mostrar que med([G : P],p) = 1, con P un p-subgrupo
de Sylow. Notemos que [G : P| = [G : N(P)|[N(P) : P|, en donde N(P)
es el normalizador de P. Para probar que p es primo relativo con [G : P|
es suficiente mostrar que med(p, [G : N(P)]) = 1 y med(p,[N(P) : P]) =
1. La primera de estas condiciones se debe a que [G : N(P)] = [, =1
(méd p)), I, como en el teorema anterior. Para probar la segunda, basta

mostrar que el grupo no tiene elementos de orden p y aplicar el teorema

N(P)
5

de Cauchy, Teorema 2.3.1. Si €
(z,P)

es un elemento tal que z° es la

identidad, entonces el grupo es un p grupo, de hecho este grupo es

el generado por z. Es directo verificar que si un cociente es p-grupo y el
denominador también lo es, entonces el numerador es p-grupo. De esto se
tiene, por maximalidad de P, que x € P y con esto se termina la prueba. m
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2.3.5 COROLARIO Sea G un grupo finito, p un numero primo tal que |G|

p"m. Entonces G contiene subgrupos G; tales que |G;| = p' para todo i =

1,...

,n. Mdas aun, los G; se pueden elegir de forma que G; < Giyq.

Demostracion. Por el teorema anterior G contiene subgrupos de orden p".
El resto se obtiene aplicando un argumento inductivo sobre el orden de un
p-grupo, ver Ejercicio 8, pagina 70. m

2.3.1. Ejercicios

1.

Sea GG un grupo finito, H < G y P un p-subgrupo de Sylow. Su-
pongamos que N(P) C H. Demuestre que N(H) = H, en particular
N(N(P)) = N(P).

Sea G un grupo generado por {gi,...,g,}, G’ el subgrupo derivado de
G, entonces G' < (g1,...,9n-1) <= {(g1,---,9n-1) < G.

Sea G un grupo, H<G. Suponga que H y G/H son p-grupos. Demuestre
que G es p-grupo.

Sea G un grupo de orden pq, p > ¢, p y q primos. Demuestre:

(a) G tiene un subgrupo de orden p y un subgrupo de orden g.

(b) Si g no divide a p — 1 entonces G es ciclico. Nota. La discusion
completa de los grupos de orden pq se hard mas adelante.

Demostrar que los grupos de orden 15 son ciclicos.

Demostrar que un grupo de orden 28 tiene un subgrupo normal de
orden 7.

Sea GG un grupo de orden 28, si G tiene un subgrupo normal de orden
4 entonces G es abeliano.

Sea GG un grupo de orden p™ con p primo. Si 0 < k < n, demuestre que
G contiene un subgrupo de orden p*.

Sea G un p-grupo finito y {e} # H<G. Demuestre que HNZ(G) # {e}.
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10. Sea G un p-grupo finito, entonces todo subgrupo normal de orden p
estd contenido en Z(G).

11. Demuestre que todo conjugado de un p-subgrupo de Sylow es un p-
subgrupo de Sylow. Concluya que si para un primo p, GG tiene solamente
un p-subgrupo de Sylow P, entonces P < G.

12. Sea G un grupo de orden pq, p y ¢ primos, p > q y P un subgrupo de
orden p. Demuestre que P < G.

13. Sea GG un grupo de orden p", p primo y H # G subgrupo. Demuestre
que existe z € G\ H tal que H* = H.

14. Sea G un grupo tal que |G| = p", H < G con |H| = p"~!, entonces
H<«G.

15. Sea G un grupo de orden p?q, con p y ¢ primos. Demuestre que G no
es simple.

16. Sea G un grupo finito, P un p-subgrupo de Sylow contenido en Z(G).
Demuestre que existe un subgrupo normal N tal que PN N = {e} y
PN =(@.

17. Sea G un grupo finito, P un p-subgrupo de Sylow. Sea H un subgrupo
normal de G, si P < H entonces P <G.

18. Si G es un grupo de orden 36 6 30 entonces G no es simple.

19. Demuestre que los grupos no abelianos cuyo orden es menor que 60 no
son simples.

20. Sea p un ntimero primo, G' un grupo no abeliano de orden p?. Demuestre
que Z(G) =G

21. Un grupo G se dice quasi-Hamiltoniano?, si para todo par de sub-

grupos H,K de G se tiene HK = KH. Si G es quasi-Hamiltoniano y
S=A{g1,...,9.} C G, entonces (S) = {gi"™--- g | m; € Z}.

2Un grupo se dice Hamiltoniano, si todos sus subgrupos son normales. Por ejemplo
los grupos abelianos tienen esta propiedad. La clasificacion de los grupos Hamiltonianos
se hace en [9], Teorema 12.5.4, pagina 202.
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22. Sea G un p-grupo el cual es quasi-Hamiltoniano, ; = {g € G | ¢g* = e}.
Demuestre que €2; es abeliano y satisface que f(€;) C €, para todo
isomorfismo f de G en G.

23. Sea G un p-grupo finito, H un subgrupo de G de indice p?. Demuestre
que H es normal en G 6 H tiene p conjugados.

24. Sea G un p-grupo finito. Entonces G es ciclico <= G/G’ es ciclico.

25. Sea GG un p-grupo finito. Entonces G es ciclico <= G tiene un tnico
subgrupo de indice p.

26. Sea G un p-grupo no abeliano de orden p3. Demuestre que G contiene
exactamente p 4+ 1 subgrupos maximales.

27. Sea G un p-grupo de orden p", con n > 3. Suponga que el subgru-
po derivado tiene orden p"~2. Concluya lo mismo que en el ejercicio
anterior.

28. Sea p > 3 un numero primo, S, el grupo de permutaciones en p simbo-
los. ;Cuantos p-subgrupos de Sylow contiene S,?

2.4. Grupos de orden pg

En esta seccién discutimos los grupos de orden pq, con p y ¢ niimeros primos.
Podemos suponer que p # ¢, pues si p = ¢, sabemos que hay exactamente dos
grupos de orden p?: uno es ciclico de orden p? y el otro es suma directa de dos
grupos ciclicos de orden p. Por lo dicho, supongamos que p > ¢q. Aplicando el
Teorema de Cauchy, se obtiene que existen dos elementos A y B en G tales
que |B| = py |A| = ¢. Ahora, del Teorema 2.3.2 (Sylow) se concluye que el
subgrupo generado por B es normal en G.

Sea [, el nimero de g-subgrupos de Sylow de G, entonces otra aplicacién del
Teorema 2.3.2 (Sylow) da como resultado que [, es de la forma [, =1+ kq y
divide a |G|, por lo que los tnicos posibles valores de [, son 1y p.

Si l, = 1, entonces el subgrupo generado por A es normal en G y de esto se
tiene que G es ciclico. Si [, = p entonces ¢ divide a p — 1. Mostraremos que si
esto ultimo ocurre hay exactamente un grupo no abeliano de orden pq. Para
construir el citado grupo, haremos un analisis con la finalidad de encontrar
las condiciones que deben satisfacer los elementos del grupo y a partir de
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esto poder construirlo. En el andlisis supondremos que existe tal grupo de
orden pq y no es abeliano. Procediendo como se hizo antes, se tiene que (B)
es normal en GG, por lo que

ABA™' = B™, (2.3)

para algin entero positivo m, de hecho mayor que uno, pues sim =1, Ay
B conmutan, de lo que se tendria que G es abeliano, contrario a lo supuesto.
El primer aspecto que debemos discutir es la existencia de m que satisfaga
la Ecuacién (2.3), esto, con la finalidad de poderlo construir. De la ecuacién
ABA™' = B™ se tiene A2BA™2 = AB™A™' = (ABA )" = B™. Por
induccién se obtiene A*BA™F = Bmk, para todo entero k > 1. Tomando
k = ¢ en la ecuacién previa, esta se transforma en B = B™ y de esto
obtenemos la condicién que debe satisfacer m, es decir,

m?=1 (méd p). (2.4)

Notemos que la hipotesis sobre ¢ dividiendo a p — 1 y usando el hecho que el
grupo F7 es de orden p — 1, nos permite concluir que este grupo contiene un
elemento de orden ¢ (Teorema de Cauchy). Tomemos m igual a un represen-
tante de este elemento. Con este m y otros ingredientes construiremos a G.
Las condiciones que debe satisfacer GG son:

L. |G| = pq

2. (G contiene elementos A y B de orden ¢ y p respectivamente los cuales
satisfacen la Ecuacion (2.3) y m satisface la Congruencia (2.4).

3. Ay B generan a G.

A partir de esto encontraremos el conjunto G y la operacién que lo hace un
grupo satisfaciendo las condiciones requeridas. A partir de la Ecuacion 2.3 ha-
cemos un analisis para obtener la forma en que se deben operar los elementos
de G, esto se fundamenta en el hecho que A y B generan a GG. La Ecuacion 2.3
equivale a: AB = B™A. De esta tltima se tiene AB? = B"AB = B*™A, y
por induccién concluimos que

AB' = B™A, (2.5)

para todo entero t > 0. Usando nuevamente la ecuacion AB = B™ A se tiene
A2B = AB™A = B™ A? y aplicando induccién obtenemos

A°B = B™ A®, (2.6)
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De las Ecuaciones (2.5) y (2.6) se llega a la ecuacién
B*A*BYAY = B*B™"b Aty — patmTb grty, (2.7)

La Ecuacién (2.7) indica la forma de multiplicar en G. Notemos que los
exponentes en la ecuacion referida pueden ser tomados satisfaciendo

1<a,b<p y 1<z,y<gq

Para construir a G' tomamos los grupos de los esteros modulo p y ¢, denotados
F, y F, respectivamente y definimos G = F, x F,. De la Ecuacién (2.7) se
tiene que la posible operacién en G debe estar dada por: (a,z) * (b,y) =
(a + m*b, x 4+ y). Para mostrar que  es asociativa, efectuemos el siguiente
calculo.
[(a, ) * (b, y)] * (c, 2) (a+m"b,x+y)*(c,z2)

= (a+m"b+m*" e, x+y+ 2)

(

(

a+m*(b+mYc),x+y+ z)
a,z) * [(b,y) x (¢, 2)].

El elemento (0, 0) es neutro respecto a esta operacién. Dado (a, ), un calculo
directo muestra que (—m? *a, —z) es su inverso. Con lo anterior se tiene que
G es un grupo no abeliano de orden pq. Se puede probar que K = {(a,0) €
G :a€lF,}<GyQ={0,2) € G : z€F,} es un subgrupo de G,
de hecho se tiene, K = F, y Q = F,. Mostraremos que cualquier otro grupo
no abeliano de orden pq es isomorfo al construido. Si GGy es otro grupo no
abeliano de orden pg, podemos suponer que este grupo tiene dos elementos
Ay B los cuales satisfacen la Ecuaciéon (2.3), y de esto, la Ecuacién (2.7).
Definamos ¢ : G — Gy como ¢(b,r) := B*A*. De la Ecuacién (2.7) y la
operacion definida en G se concluye que ¢ es un homomorfismo, de hecho
un monomorfismo, pues si B’A% = e, identidad en Gy, se tiene b = x =
0, probando que ¢ es un monomorfismo. Como G y (; tienen la misma
cardinalidad, ¢ es un isomorfismo.

Al grupo G se le llama producto semi-directo de I, por I, lo denotare-
mos por G = F, x,, F, para diferenciarlo de F, x [F,, en donde se considera
la operacion entrada por entrada.

La notacién G = F), x,,, F, es para enfatizar que la construccién depende del
entero m.
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2.4.1 EJEMPLO Seanp =17 yq = 3, entonces hay un elemento de orden 3 en
F%, por ejemplo m = 2 es un representante. El grupo no abeliano de orden 21
es G = F7 %, F3 y la operacion estd dada por (a,z)* (b,y) = (a+2%b,x +y).
Construya la tabla de multiplicacion de este grupo.

2.4.2 EJEMPLO Construya varios ejemplos de grupos como los discutidos
antes. Continue con p = 11 y ¢ = 5. Note que con este método también
obtiene los grupos no abelianos de orden 6 y 10, constriyalos.






Capitulo 3

Grupos abelianos finitos y
automorfismos de grupos

3.1. Grupos abelianos finitos

En esta seccién se presenta una discusion completa de los grupos abelianos fi-
nitos. El objetivo es clasificar dichos grupos bajo isomorfismo. Se probara que
los grupos ciclicos juegan un papel similar a los niimeros primos, es decir, se
probara que un grupo abeliano finito se “factoriza” de manera unica como
producto de grupos ciclicos. Antes de iniciar haremos la siguiente nota acla-
ratoria. La operacién en un grupo abeliano sera denotada aditivamente, los
productos directos se llamaran sumas directas y se usara el simbolo & para
denotar suma directa.

En este capitulo se usaran algunas propiedades de los enteros médulo p, con
p un nimero primo, por esta razon presentamos un resultado que resume
las propiedades basicas de éstos. Recordemos que para el caso de un niimero
primo p, a los enteros médulo p los hemos denotado por F,, pagina 19.

3.1.1 TEOREMA Sea p un nimero primo. Entonces F, y F, son grupos con
las operaciones de suma y producto de clases respectivamente. Ademds, la
multiplicacion distribuye con respecto a la suma, es decir, si [a]y, [b], v [c]p
son elementos de F,,, entonces [al,([b], + [c]p) = [al,[bl, + [alplc]p-

Demostracion. Demostraremos que Fy es grupo, dejando el resto de lo afir-
mado a cargo del lector, ver pagina 18.
Recordemos que la multiplicacién de clases esta dada por [a],[b], := [ab],. Es
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inmediato verificar que la multiplicacién no depende de los representantes y
es asociativa. Solamente, resta probar que cada elemento no cero tiene un
inverso multiplicativo.

Sea [a] una clase no cero, entonces p y a son primos relativos. Aplicando el
Corolario 1.1.1 se tiene que existen enteros n y m tales que 1 = an + pm.
Tomando clase médulo p se concluye que [1], = [an], = [a],[n],, es decir, [n],
es el inverso de [a],. m

La siguiente definicién es presentada solamente para dar coherencia a la ter-
minologia que se usard después.

3.1.1 DEFINICION Un campo es un conjunto no vacio K con dos operacio-
nes. Una suma y un producto denotados por + y - respectivamente. Estas
operaciones satisfacen:

1. La pareja (K,+) es un grupo abeliano con identidad 0.
2. Fl congunto (K* = K \ {0},-) es un grupo abeliano con identidad 1.

3. El producto distribuye respecto a la suma, es decir, a-(b+c) = a-b+a-c
para todos a,b,c € K.

3.1.1 OBSERVACION Sea p un niimero primo. Con la terminologia y notacién
anterior, el conjunto de clases médulo p, F, es un campo con p elementos.

3.1.2 TEOREMA Sea G un grupo abeliano finito, entonces G es isomorfo a
la suma directa de sus subgrupos de Sylow.

Demostracion. Como G es abeliano, entonces todo subgrupo es normal, en
particular los subgrupos de Sylow lo son. Sean Py, P, ..., P los diferentes
subgrupos de Sylow de GG. Mostraremos que la siguiente condicién se cumple

Hi:Piﬂ(P1+"'+15i+"'+Pk):{0} Vi=1,..., k.

La notacién ]31 significa que ese sumando no aparece.

Sea a € H;, entonces |a| divide a p* y a H pjj lo cual es posible solamente
j#i

si |a|] = 1. Por otro lado se tiene que P; + -+ + P es un subgrupo de G

con cardinalidad |G|, por lo tanto son iguales, es decir dado g € G existen

gi € P; tales que g = g1 + - - - + gr, més aln, la representacién de g es Unica.
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En esta situacion la suma de los P; sera denotada por G = P, @ --- ® P, la
cual substituye a la notacion P; - -- P,. m

Recordemos que nuestro objetivo es mostrar que los grupos abelianos fini-
tos se pueden representar como suma directa de grupos ciclicos, entonces el
teorema anterior reduce el problema a p-grupos abelianos.

3.1.2 DEFINICION Un grupo abeliano G se dice p-elemental, si existe un
numero primo p tal que pr = 0, para todo x € G.

3.1.3 DEFINICION Se dice que un subconjunto {ai,as,...,ar} de un grupo
abeliano G genera una suma directa, si (ay,as,...,ar) = (a1)®(as) B

(ak).

3.1.3 TEOREMA Sea G un grupo abeliano p-elemental finito. Entonces G es
un espacio vectorial sobre IF,,. St G es finito entonces G es isomorfo a una su-
ma directa de grupos ciclicos de orden p. Note que el nimero de sumandos es
precisamente la dimension de G como IF,-espacio vectorial, y se denotard por

d(G).

Demostracion. Dados g € G'y @ € F,, definimos ag := ag. Esta definicién no
depende de la clase de a, pues si @ = b entonces p divide a a — b, por lo tanto
(a—b)g = 0 lo cual implica que ag = bg. Los axiomas de espacio vectorial se
satisfacen con la multiplicacion definida antes. El resto de la afirmacion se
obtiene de los siguientes hechos.

1. Todo espacio vectorial de dimension finita es isomorfo a un nimero
finito de copias del campo sobre el cual esta definido.

2. El grupo aditivo de F, es ciclico de orden p. m

3.1.4 TEOREMA Todo grupo abeliano finito es suma directa de grupos cicli-
CoS.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.2 podemos suponer que G es un p—grupo,
es decir, |G| = p" para algin nimero primo p y n > 1. De esto se tiene
que existe un m < n tal que p™G = 0. La demostraciéon la haremos por
induccién sobre m. Si m = 1, entonces GG es un p—grupo elemental y por
el Teorema 3.1.3, G £ F, x --- x F, y F,, es ciclico como grupo abeliano.
Supongamos m > 1 y el resultado cierto para todos los grupos G que sa-
tisfacen p™~1G = 0. Sea H = pG, entonces p"™ *H = p™ 'pG = 0. Por
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hipétesis inductiva H es representable como suma directa de grupos ciclicos,
es decir, H = (y1) @ --- ® (y;) con y; = pz; vy z; € G. Sea k; = |y;|, enton-
ces, 0 = kjy; = kipz; = p(k;z;) y de esto k;z; € Glp|] := {g € G|pg = 0}.
Afirmacion.

1. G[p] es un p—subgrupo elemental.

2. {z1,..., 2z} y {k121, ..., kiz;} generan subgrupos cuya interseccién es
la identidad.

La parte 1 es facil de probar y la parte 2 se probara en el siguiente teo-
rema. Por la parte 2, {kizy,... k2 } es un subconjunto Li. en el F, espa-
cio vectorial G[p]. Completando este conjunto a un conjunto maximal que
sea linealmente independiente, se tiene que existen zy,...,x, € G[p| tales
que {kiz1,...,kiz;, x1,...,2,} es una base. Nuevamente, la parte 2 garan-
tiza que {z1,...,2} genera una suma directa y por hipétesis sobre los /s,
{z1,...,z,} también genera una suma directa. Sean K = (z1) @ --- @ () y
N=(x)® - & (z,).

Afirmacion. G = K & N.

(1) Mostraremos que K "N = {0}. Siz € KN N, se tiene . = nyzy + -+ +
nzy = S121+ - - -+ spx, y también pr = 0, entonces 0 = pniz; +- - - +pnyzp =
niyr + - - - + nyy. Como los elementos y; generan a H como suma directa,
entonces n;y; = 0 para todo i, de lo que se obtiene k;|n;, es decir, n; = g;k;.
Sustituyendo en x se tiene x = q1k121 4+ - - + qikize = S121+ - - -+ S,x,.. Ahora
la condicién sobre el conjunto {kiz1,..., k2, @1, ..., 2, } implica que = = 0.
(i) Si g € G, entonces pg € H = (y1)®- - - D (y;) por lo que pg = nyy; +- -+
Ny = nipz1+- - +ngpze, y de esto p(g— (n1z1+- - -+m2¢)) = 0lo que a la vez
implica g— (n1z1+- - -+nz) = makiz1+- - -+mykyzg+lix+- - -+ 1.z, De esta
ecuacion se obtiene g = (ny+miky)z1+- - -+ (g +meky) 2+ ey +- - -+ Lx, €
K + N, probando lo afirmado. m

3.1.5 TEOREMA Sea G un p-grupo abeliano, vy1,...,y, elementos no cero
tales que

Wi Yn) = (Y1) @ D (Yn)-

i) Sizi,...,z, son elementos de G tales que pz; = y; para todo i, entonces

(21, 2n) = (21) @ - @ (20).
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ii) St ky,..., k, son enteros tales que k;y; # 0 para todo i, entonces

Demostracion. i) Sea w € (z;) ﬂ (Z (z])> entonces

J#i

w =n;z; = E n;izj.

J#

La hipétesis sobre los z;’s implica que n;y; = pn;z; = anjzj = anyj.
J#1 J#i
Como los y;’s generan una suma directa, de la ecuacién anterior se tiene
ngy; =0 = Z n;y;, de lo cual se concluye que |yx| divide a ny para todo k =
1
1,...,n, entjc;fnces nr = |yk|qx. Puesto que y; # 0, se debe tener |y;| = p% > 1,
de esto obtenemos:

Yi Yi Yi
w:<| |)Qz'p2‘i=<| |>Qiyi:Z(| |)ijj-
p p i p

Ahora, la condicion sobre los y;’s implica w = 0.

ii) Sea w € (k;y;) ﬂ (Z (k;y;) |, entonces w = n;y; = anyj, en donde
j#4 JF#

n, = kymy para todo [ = 1,...,n. La hipétesis sobre los y;’s implica que |y;|

divide a n; para todo ¢, por lo tanto w = 0. m

3.1.6 TEOREMA Todo grupo abeliano G puede ser representado como suma
directa de grupos ciclicos

G=C®---C,

tales que |Ciyq| divide a |C;| para todo i =1,...,s — 1. A la descomposicion
anterior de G se le llama descomposicion candonica.

Demostracion. Sea G = G1®- - -® G, la representacion de G como suma de p;-
grupos. Por el Teorema 3.1.4, para cada i, G; = C;1®- - -@ )y, v los sumandos
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se pueden ordenar de manera que |C;,41| divida a |Cj;|. Definamos C; =
Ci1 @+ ®Cr. Como cada Cj es ciclico y |Cy1], |Ci1| son primos relativos
para i # [, entonces C es ciclico, més precisamente, si C;; = (ay;), entonces
Cy = (a1 + -+ + a,1). Definiendo (en caso necesario) Cy = Ci1a @« -+ @ Cpo
se tiene que Cy es ciclico (mismo argumento que antes) y |Cy| divide a |C}].
Un proceso inductivo termina la construccién de los C'J’.s con las condiciones
requeridas. m

3.1.1 EJERCICIO Sea G un grupo abeliano expresado como G = H1®- - -DH,
yn €N, entonces nG =nH, ®--- ®nH,.

3.1.7 TEOREMA Dos grupos abelianos finitos G y H son isomorfos si y solo
si cada p—parte de G es isomorfa a la p—parte de H, mds precisamente, si
para un primo p, G, y H, denotan a los correspondientes p—subgrupos de
Sylow de G y H respectivamente, entonces G = H <= G, = H, para cada
PTrimo p.

Demostracién (= Si f: G — H es un isomorfismo, f|, : G, — H satisface
f(Gp) € Hp, es decir, f, : G, — H, y claramente es un isomorfismo.

<) Si G = H), para todo p, digamos que existe f, : G, — H, isomorfismo.
Definiendo f : G — H como sigue: si G = G,, ®--- D G, v g € G,
flo)=flan+--+9) = fou(g1) + -+ fp.(9r). Se verifica facilmente que
f es un isomorfismo. m

3.1.8 TEOREMA Sea G un grupo abeliano finito, H < G y sean G = P, @&
- @®P. yH=0Q1® D Qs las descomposiciones de G y H como en el
Teorema 3.1.6. Entonces s < r y |Q;| divide a |P;| para todo j =1,...,s.

Demostracion. La demostracion es por contradiccién, es decir, supongamos
que una de las siguientes condiciones se tiene.

1. Existe un j tal que |Q;{| ;.
2. s>,

Supongamos que 1 se cumple y sea n = |P;|, entonces nG = nP @ --@&nPj_4
y nQ; # {0}. Seam := |nQ);| > 1y consideremos el subgrupo G; de nG cuyos
elementos tienen orden un divisor de m, es decir, G; = {x € nG : mx = 0}.
Si z € Gy, entonces x = nwy + -+ nxjq, con x; € P,y 0 =mer =
mnxy 4+ -+ mnrj_i.
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Como z; € P; y los P; forman una suma directa, entonces 0 = mnx; para
todo 4, de esto nz; € Gy, por lo tanto x € (G1 N P) & --- & (G N Pj_y).
Se tiene que G7 N P; es ciclico de orden menor o igual que m, pues es un
subgrupo del grupo ciclico P;, y los elementos de Gy tienen orden a lo més
m.

De lo anterior concluimos que |G| < m/~!. Por otro lado se tiene que para
cada i = 1,...,7, Q; contiene un subgrupo 7; isomorfo a Q; (|Q;| divide a
|Qi| para i =1,...5 vy Q; es ciclico), entonces nT; = nQ); y de aqui mnT; =
mn@); = 0, por lo tanto n7T; C G, para todo ¢. De esto nT1 @ ---®&nT; C G,
lo cual implica que m’/ < |G| < m/~!, obteniéndose una contradiccién, pues
m > 1. Si s > r, entonces s > r + 1. Tomemos j = r +1,P;, = {0} y
claramente se tiene |Q;[t|P;| = 1. Aplicando el argumento anterior, para este
caso, se llega a una contradiccién. m

3.1.9 TEOREMA (FUNDAMENTAL DE LOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS)
Sea G un grupo abeliano finito. Si

GICl@"‘@Cr:Dl@"'@DS,

con C; y D; satisfaciendo las conclusiones del Teorema 3.1.6. Entonces r = s
y |Ci| = |Dil.

Demostracion. Hagamos H = D1&---@& D, < G. Por el Teorema 3.1.8, s <r
y |D;| divide a |C;| para todo i = 1,...s. Ahora poniendo H = C; & - -- & C,
y aplicando el mismo argumento se concluye r < s y |C;| divide a |D;|. m

3.1.2 OBSERVACION Un homomorfismo de grupos abelianos preserva sumas,
y de ser inyectivo, preserva sumas directas.

Demostracion. Sea f : H® K — G, entonces f(H® K) = f(H)+ f(K). Si f
es inyectivay x € f(H)N f(K), se tiene x = f(h) = f(k) como f es inyectiva
h=ke HNK = {0}. Por lo tanto 2 = 0, luego f(H ® K) = f(H) ® f(K).

[

3.1.1 COROLARIO Dos p—grupos abelianos G y H son isomorfos <— G
y H tienen el mismo numero de sumandos ciclicos de cada orden. [

Se desea determinar el nimero de grupos abelianos no isomorfos de cardi-
nalidad dada. Por el Teorema 3.1.7 el problema se reduce al caso en que la
cardinalidad es potencia de un primo. Deseamos determinar el niimero de
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grupos abelianos no isomorfos a pares de orden p™ con p primo. Si |G| = p”

yG=C® - @®C, con |C;] = p™, entonces se debe tener, Teorema 3.1.6,
que ny > ng > -+ > n,. Por el Teorema 3.1.9, un grupo G; con |G| = p" es
isomorfo a G <= el nimero de sumandos de cada orden en las descompo-
siciones de G y GG coinciden.

3.1.4 DEFINICION Dado un entero positivo n, una particiéon de n es una
sucesion de enteros 1 < i; < iy < --- <4, tal quen =iy + iy + -+ +1,. Al
nimero de particiones de n lo denotaremos por P(n).

Ejemplos: P(2) = 2, P(3) = 3, P(4) = 5, P(5) = 7. En general, es dificil
evaluar P(n).

3.1.2 EJERCICIO Sea p un nidmero primo, n un entero positivo y P(n) el

numero de particiones de n. Demuestre que el numero de grupos abelianos
k

no isomorfos de orden p" es P(n). Si m = Hp”" es la descomposicion de
m como producto de primos, entonces el numero de grupos abelianos no iso-
k

morfos de orden m es H P(n;).

=1

3.1.1 EJEMPLO Sea p un niumero primo, entonces hay exactamente 3 grupos
abelianos no isomorfos de orden p*:

79’7, Z/pZ S Z/p°Z y Z/pZ & ZL)pl D L/pZ.

3.1.1. Ejercicios
1. Sea G un grupo abeliano de orden p™. Demuestre lo siguiente.

(a) Existe un entero m < n tal que 27" = e para todo x € G.

(b) El grupo G contiene elementos de orden p™.

2. Sea G un grupo abeliano finito, si G’ contiene subgrupos de orden m y
n respectivamente. Demuestre que GG contiene un subgrupo de orden el
minimo comun multiplo de m y n.



3.2.

Clasificacién de grupos de orden < 15

85

10.

11.

3.2.

Sea GG un grupo abeliano de orden m y suponga que para todo primo
p, divisor de m se tiene que GG contiene exactamente p — 1 elementos
de orden p. Demuestre que G es ciclico.

Demuestre que un grupo abeliano finito G, es ciclico si y sélo si G =
ZIpS L - - - X L) pyFZ, donde py, - - -, p, son nimeros primos diferentes.

. Determine el nimero de grupos abelianos no isomorfos de orden 8, 100

y 16200. Escriba una lista de tales grupos.

. En los siguientes ejercicios, ¢ denota la funcién de Euler. Sean m y n

enteros positivos tales que m y n tienen los mismos factores primos.
Demuestre que m/n = p(m)/¢(n).

Sean m y n enteros positivos primos relativos. Demuestre que m#™ +
n?™ =1 (méd mn).

Sean m y n enteros positivos, d = mcd(m, n). Demuestre que ¢(mn) =
d(m)p(n)/e(d).

(Tucson Az. Oct. 24 1987) Sea G un grupo con dos subgrupos Hy y Ho
de indice 2 tales que H; N Hy = e. Demuestre que G = Cy & Cs.

Sea n > 1 un entero, G un grupo que tiene exactamente n elementos
de orden n. Demuestre a lo mas dos primos diferentes dividen a n.

Encuentre ejemplos de grupos que tengan exactamente 36 elementos
de orden 36. De hecho, demuestre que hay infinidad de tales grupos.

Clasificacion de grupos de orden < 15

En la seccion anterior se hizo un estudio de los grupos abelianos finitos, en
particular se establecié el teorema que describe su estructura, obteniéndose
de esto su clasificacion. En general, el estudio y clasificacion de los grupos
finitos es un problema muy dificil, cuya solucién fue uno de los avances mas
significativos en matematicas en el siglo XX.

En esta seccién presentamos la clasificacion de grupos cuyo orden es < 15.
El lector interesado en ir mas lejos en la clasificacion de grupos finitos puede
consultar la referencia [17] enumerada en la bibliografia que aparece al final
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del texto. Una pregunta natural es, ;por qué el orden de los grupos que se
clasifican es < 157 La razén es que la clasificacién de los grupos de orden
16 = 2 requiere un analisis que nos llevarfa fuera del contexto de este trabajo,
ver la referencia citada antes. En la Tabla 1 omitimos los grupos de orden 8§,
lo cual se debi6 a que no tenfamos una clasificacion de los grupos abelianos
finitos. En esta secciéon dicha tabla se extiende de manera que incluya a los
grupos de orden menor o igual que 15. Iniciamos con la discusién de los
grupos de orden 8.

3.2.1. Grupos no abelianos de orden 8

(a) El grupo diédrico. Considere un cuadrado centrado en el origen del
plano cartesiano como se muestra en la siguiente figura.

A

Y

Sy

Enumerando los vértices en el sentido que giran las manecillas del reloj, se
definen las siguientes transformaciones de R? — R?:

R: rotacién 7/2 radianes.
T,: reflexion alrededor del eje x.

T,: reflexion alrededor del eje y.



3.2. Clasificacién de grupos de orden < 15

87

T} 3: reflexion alrededor de la diagonal 1 3.
T5 4 reflexion alrededor de la diagonal 2 4.

Sea Dy = {R", T, T,,T13,Tos | i = 1,2,3,4}, Dy es un grupo con la compo-
sicién usual de funciones. Note que Dy se puede identificar con un subgrupo
de Sy, pues sus elementos quedan completamente determinados por su ac-
cién en los vértices del cuadrado. La identificacion se puede dar por medio
del isomorfismo que asocia a la rotacién R con la permutacion (1234) y a la
reflexién T3 con (24). Se verifica que D, tiene 5 subgrupos de orden 2 y 3
subgrupos de orden 4. Otra propiedad de este grupo es que contiene subgru-
pos que no son normales, por ejemplo H; = ((1234)?(24)) es un subgrupo de
orden 2 el cual no es normal. Si H = ((1234)?, (24)) entonces H, < H <1 Dy,
probando con esto que ser normal no es una propiedad transitiva. El grupo
D, puede definirse en términos de generadores:

Dy={a,b|a*=b*=1, bab'=at).

(b) El grupo de los cuaternios. Sea ) = {1, i, +7, £k}. Definiendo en

@ una multiplicacién como sigue: 2 = j2 = k* = -1, ij = k, jk =1, ki = 7§,
Ji = —k, kj = —1, ik = —j y usando las reglas usuales de multiplicaciéon
por menos, () resulta ser un grupo no abeliano con 8 elementos el cual tiene
la propiedad que todo subgrupo es normal, pues el inico subgrupo de orden
2 es {£1} y es normal. Los restantes subgrupos son de indice 2, por lo
tanto normales. Uno verifica que () contiene dos elementos a y b los cuales

satisfacen:
at=1, V¥=a*> y blab=a" (%)

Un grupo con dos generadores que satisfacen (k) se llamara el grupo de
los cuaternios. Los grupos D, y @ tienen orden 8 y Dy 2 (). El siguiente
resultado muestra que los grupos construidos anteriormente son los tinicos
no abelianos de orden 8.

3.2.1 TEOREMA Sea G un grupo no abeliano de orden 8. Entonces G = Dy
0G=Q.

Demostracion. Como G no es abeliano, G no tiene elementos de orden 8, por
lo que |a| € {2,4} para todo a € G\ {e}. Si |a| = 2 para todo a entonces
G es abeliano. De los argumentos anteriores se concluye que G contiene al
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menos un elemento a de orden 4, el cual genera un subgrupo normal. De esto
tltimo se obtiene b* € (a) para todo b € G \ {e}, es decir, b* € {e, a,a?, a*}.
Si b* € {a,a®}, entonces |b| = 8, lo cual es imposible, de esto se obtiene
b?> € {e,a*}. Por otro lado se tiene que b~tab € (a) = {e,a,a? a*}. Como
G no es abeliano, a no puede pertenecer al centro de GG, pues de otra forma
|Z(G)| > 4, lo cual implica que G/Z(QG) es ciclico y esto a la vez implica que
G es abeliano, contradiciendo lo supuesto sobre G.

Hasta este punto podemos concluir que existe un b € G tal que b~tab # a. Si
b~lab = a? entonces b—2ab? = b~ ta*b = (b~'ab)? = a* = e lo cual no puede
ser. De los argumentos vertidos previamente se tiene que existe un b € G'\ {e}
tal que

v =a? V=e v blab=d*=0a""

Resumiendo la discusion anterior, se tienen las siguientes posibilidades:

4 1

(i) G contiene elementos a y b tales que a* =e, V> =a®> y b~'ab = a~

(i) G contiene elementos a y b tales que a* =b* =ey b~ 'ab=a""'.
La conclusién se obtiene de las propiedades que definen a los grupos diédrico
y de los cuaternios. m

3.2.2. Grupos no abelianos de orden 12

3.2.2 TEOREMA Sea G un grupo no abeliano de orden 12 no isomorfo a Ay,
entonces G contiene un elemento de orden 6.

Demostracién. Sea P un 3-subgrupo de Sylow de G, X = {gP | g € G}.
Argumentando como en la prueba del Teorema 2.1.2, pagina 52 y usando que
G no es isomorfo a Ay, se concluye que P < G. Por otro lado, |P| = 3, por
lo que P = (a). La normalidad de P implica que G contiene exactamente
2 elementos de orden 3 los cuales son a y a?, por lo tanto la érbita de a
bajo conjugacién contiene a lo més dos elementos, es decir, |Og(a)| = [G :
St (a)] < 2. Recuerde que St (a) = {g € G | gag™' = a}. La anterior
desigualdad es equivalente a |St (a)| € {6,12}, de lo cual se obtiene que
existe b € St (a) tal que |b] =2y ab = ba. Como a y b tienen érdenes primos
relativos, entonces ¢ = ab tiene orden 6. m

3.2.3 TEOREMA Hay exactamente 3 grupos no abelianos de orden 12.
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Demostracion. La demostracion se terminard si mostramos que hay exacta-
mente dos grupos no abelianos de orden 12 no isomorfos a A4. Sea G' un
grupo de orden 12 no abeliano y no isomorfo a A4. Por el Teorema 3.2.2,
existe un a € G tal que |a| = 6.

Caso I. Si G contiene un elemento b de orden 4, entonces necesariamente
(b)N{a) # {e}, pues de otra forma la normalidad de (a) implicaria que (b)(a)
es un subgrupo de orden 24, lo cual es imposible, por lo tanto los elementos
a y b satisfacen a® = b* = e y a® = b?>. También se tiene que bab~! = a’ para
algin i € {1,2,3,4,5}, pues (a) <G. Si i = 1, entonces a* y b conmutan, por
lo tanto a?b tiene orden 12, lo cual es imposible pues G no es abeliano.

Si i = 2, entonces bab~! = a? y de aqui concluimos que b*ab=? = ba®b~! = a*.
Aplicando el hecho que a® = b? se obtiene a = a*, lo cual no es posible. De
manera similar se muestra que i ¢ {3,4} por lo que necesariamente i = 5, es
decir bab™! = a® = a~! y esta tltima ecuacién equivale a aba = b, lo que a la
vez implica abab = b* = a®, obteniendo que G estd definido por generadores
a v b los cuales satisfacen

a®=bt=e, da®=0"=(ab)’

Este grupo sera denotado por 7'

Caso II. Si G no contiene elementos de orden 4, entonces existe un elemento
de orden 2 tal que b ¢ (a). Nuevamente la normalidad de (a) implica que
bab~! = a' para algin i € {1,2,3,4,5}. Como b & (a), i no puede ser
1, pues (a)(b) serfa un subgrupo abeliano de orden 12. Si ¢ = 3, entonces
bab=! = a3, lo que implica ba’b~! = a% = e, y de esto se tiene que a® = e,
contradiciendo que a tiene orden 6. Los casos i € {2,4} se abordan como en
el Caso I, obteniendo incompatibilidades. De lo anterior se concluye que G
esta generado por dos elementos a v b los cuales satisfacen

aA®=b=e babl=al.
En este caso GG es isomorfo al grupo diédrico de orden 12. m

Construccién del grupo 7. Sean C3 = (k) y Cy = (x) grupos ciclicos de
orden 3 y 4 respectivamente. Pongamos T' = (3 x C; y definamos en T la
siguiente operacion.

(]{Ji7 ;(;j)(kl7 LUT) — (]{ZiJijl, ijrr).

Demuestre lo siguiente:
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1. La operacién definida hace de T" un grupo con identidad (1,
y los elementos a = (k% 2%) y b = (1,x) satisfacen a® =
b* = a® = (ab)*

1) = (k,2°)
vt = (1,1),

2. Los elementos (k,1) y (1,z) generan subgrupos de orden 3 y 4 respec-
tivamente.

3. Determine el inverso de un elemento (k',27) y demuestre que el sub-
grupo generado por (k, 1) es normal en 7.

4. El elemento a satisface: (a®) <1 (a) < T y (a®) < T, es decir, en este
ejemplo se cumple que la propiedad de ser normal es transitiva en un
grupo no abeliano.

La siguiente tabla resume la clasificacién de los grupos de orden < 15.

Cuadro 3.1: Clasificacion de grupos de orden < 15

Orden grupos abelianos grupos no abelianos
2 ZQ
3 Zs
4 Ly, Ty X Ui
5 Zs,
6 ZLg Ss3
7 2
8 Ly, Ly X Ly, Ly X Ly X o Q, Dy
9 Lo, 73 X Zs
10 ZIO D5
11 ZH
12 Lo, L X Lo Ay, T, Dg
13 73
14 Loy Dy
15 Z15

3.3. Automorfismos de grupos

3.3.1 DEFINICION Sea G un grupo. Un isomorfismo de G en G se llama un
automorfismo de G.
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3.3.1 OBSERVACION Si G es un grupo finito y f es un homomorfismo de G
en G entonces f es un automorfismo <= f es epimorfismo <= f es
monomorfismo.

Si G es un grupo, el conjunto de automorfismos de G denotado por A =
Aut G, forma un grupo con la composicién de funciones. Dado un grupo G,
existe un homomorfismo ¢ : G — Aut G definido por ¢(g) := f,, en donde
f,(a) = gag™'. Laimagen de ¢ la denotaremos por Inn (G) y se llama el grupo
de automorfismos internos de G. En el siguiente resultado se precisa la
relacién entre G e Inn(G).

3.3.1 TEOREMA Sea G un grupo. Entonces Inn(G) < AwtG y G/Z(G) =
Inn(G).

Demostracion. Sea ¢ el homomorfismo definido anteriormente, entonces ¢(g) =

ideg <= fyla)=aVaeG, < ge€ Z(G). El Primer Teorema de Iso-
morfismo (Teorema 1.6.1 ) implica que G/Z(G) = Inn(G). Sean f, € Inn(G)
y @ € Aut G, entonces o fya™! = fi (g lo cual se verifica sin dificultad. m

3.3.2 OBSERVACION Si G = G entonces Aut G = Aut G;. El reciproco es
falso, por ejemplo tome S3 y Zy X Zs. H. Leptin [11], ha probado un resultado
muy profundo en esta direccién: Sea p un nimero primo > 5, Gy H dos
p-grupos. Entonces G 2 H <= AutG = Aut H.

Determinar la estructura de los grupos de automorfismos es muy dificil, aun
para grupos abelianos. Una idea de esto la obtendremos al determinar la
estructura de los automorfismos de los grupos ciclicos.

3.3.2 TEOREMA Sean H y K grupos finitos tales que (|H|,|K]|) = 1, enton-
ces Aut (H x K) = Aut H x Aut K.

Demostracion. Por la observacién anterior basta probar que
Aut (H x K) = Aut (H x {1}) x Aut ({1} x K)

pues H x {1} =2 H y {1} x K = K. Note que la condicién (|H|,|K|) =
1 implica |(h, k)| = |h||k| para todo (h,k) € H x K. Se verifica que un
automorfismo de H x K induce automorfismos, por restriccién, en H x {1}
y en {1} x K. Esta forma de inducir es en efecto un isomorfismo. m

Una pregunta natural es suprimir la hipétesis sobre los 6rdenes de los grupos,
es decir, si H y K son grupos finitos y sus érdenes no son primos relativos,
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;hay una relacién entre Aut (H x K) y Aut H x Aut K7 Intente con H =
K = (5, el grupo ciclico de 6rden 2.

3.3.3 TEOREMA Sea G un grupo ciclico de orden n. Entonces
AwG = (Z/nZ)" ={a| (n,a) = 1}.
En particular |Aut G| = p(n), con ¢ la funcion de Euler.

Demostracion. Sea f € Aut GG, entonces f queda bien determinado por su
accién sobre un generador ¢ de G, es decir f(c) = ¢*. Como f es un auto-
morfismo de G = (c), entonces (as,n) = 1. Definamos ¢ : Aut G — (Z/nZ)"
como ¢(f) := ay. Uno verifica sin dificultad que ¢ es un isomorfismo. m

Sabemos que (Z/nZ)* es un grupo abeliano finito, entonces el Teorema Fun-
damental para grupos abelianos finitos garantiza que se puede representar
como suma directa de grupos ciclicos, jcuales son los sumandos? En el si-
guiente resultado se inicia la descripcién de éstos, probaremos que la primera
aproximacién para obtener la descomposicion de (Z/nZ)* esta dada en térmi-
nos de los factores primos de n.

k
3.3.4 TEOREMA Sean = prz la factorizacion de n como producto de pri-

1=1
k
mos. Entonces (Z/nZ)* %H (Z/p5 Z

Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre el niimero de factores
primos de n, para lo cual es suficiente probar, cambiando un poco la notacién,
que si M = mn con (n,m) =1y f: (Z/MZ)" — (Z/nZ)" x (Z/mZ)"
definida por f(z + MZ) = (x + nZ,x + mZ) entonces f es un isomorfismo.
Se verifica sin dificultad que f esta bien definida y es un monomorfismo, es
decir, f(x+MZ) = (1+nZ,1+mZ) <= x =1 (mdéd n)y x =1 (mod m),
la hipétesis sobre n y m y lo anterior garantizan x = 1 (méd M).

El Ejercicio 1.7.2, sobre el Teorema Chino del Residuo pagina 47, garantiza
que cuando la funcién anterior se considera en todo (Z/MZ), resulta ser
suprayectiva, es decir, dado (a+nZ,b+mZ) con a y b enteros, existe + MZ
tal que f(z+ MZ) = (a+nZ,b+mZ). Es facil ver que si a es primo relativo
con n y b es primo relativo con m, entonces x es primo relativo con M,
probando suprayectividad de f, es decir, f es un isomorfismo. m
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Dado que la funcién ¢ de Euler tiene propiedades muy importantes en teoria
de nimeros, algunas de las cuales se usaran mas adelante, y que estamos en
posicion de probarlas, en el siguiente teorema se enuncian y prueban dichas
propiedades basicas.

3.3.5 TEOREMA Sea ¢ la funcion de Euler. Entonces
(i) e(mn) = p(n)p(m) si (m,n) =1 (propiedad multiplicativa).

(i) o(p?) =p*~'(p— 1), p primo y e > 1.
k
(iii) Sin = pr es la factorizacion de n como producto de primos, enton-

ces gp(n)_lz I (1 _ %)

pln

Demostracion i) Se obtiene tomando cardinalidad en el isomorfismo (Z/mnZ)* =
(Z/mZ)* x (Z/nZ)*.

i1) Se tiene que un entero k es primo relativo con p® <= k es primo
relativo con p. Los enteros entre 1 y p® que no son primos relativos con p son
precisamente de la forma ip con i = 1,...,p° 1. De lo cual la conclusién se
obtiene.

i11) Aplicar las partes (i) y (ii). m

El Ejercicio 2 pagina 40, afirma que si un grupo abeliano finito G tiene la
propiedad que la ecuacién z" = e tiene a lo mas n soluciones para todo
n < |G|, entonces G es ciclico. Una consecuencia de gran importancia es el
siguiente teorema.

3.3.6 TEOREMA Sea K un campo,entonces todo subgrupo finito de K* =
K\ {0} es ciclico. En particular si |K| < +oo, K* es ciclico.

Demostracion. En todo campo la ecuacién 2 = 1 tiene a lo més n soluciones!,

en particular si G < K* con |G| < 400, 2" = 1 tiene a lo més n soluciones
para todo n < |G|. La conclusion se obtiene del ejercicio citado antes. m

3.3.1 COROLARIO (Z/pZ)" = Z/(p — 1) Z con p primo.

!Una propiedad importante de los polinomios con coeficientes en un campo establece:
si a es raiz de un polinomio, entonces z — « lo divide.
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Demostracién. Como p es primo, entonces Z/pZ es un campo con p elemen-
tos, por lo tanto (Z/pZ)* es un grupo ciclico con p — 1 elementos. m

3.3.2 COROLARIO Aut (Z/pZ)=Z/(p—1)Z.m

El Teorema 3.3.3 describe Aut G con G ciclico de orden n, lo que haremos
en seguida es describir la estructura de (Z/nZ)" para tener una descripcion
completa de Aut G en el caso ciclico.

El Teorema 3.3.8 determina la estructura de los grupos (Z/p{’)", en su de-
mostracion se requiere el siguiente resultado auxiliar.

3.3.7 TEOREMA Sea p un nimero primo. Suponga que a = b (méd p°) con
e > 1, entonces
a =" (méd p") Vn>e.

Demostracion. Aplicaremos induccion sobre n. Si n = e la conclusién es
exactamente la hipdtesis. Sea k = n—e > 1 y supongamos el resultado cierto
para k, debiendo probarlo para k1, lo cual se hard examinando la siguiente
igualdad.
—v = (@ -y

k k

= (@ — ") (@D 4. D),

La hipdtesis sobre a y b implica a = b (mdd p), de lo cual se obtiene

);
Q=) ot = (méd p),
entonces la hipotesis inductiva y la anterior congruencia implican
" = = p il
para algunos enteros [, y I3, obteniendo finalmente

=P

n+l—e n+l—e

a’ (méd p™t)).  m

3.3.8 TEOREMA Sea p un primo, e un entero > 1.

i) Sip=2 entonces

{1} sie=1
(Z)2°7) =2 Z)27 sie=2
Z)27 x L)2°"% 7 sie> 3
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ii) Sip es impar entonces

(Z/p°Z)" = Z/(p— 1)p ' L.

Demostracion. i) Los casos e = 1 y e = 2 se obtienen directamente, por lo
que supondremos e > 3. Mostraremos que

(Z)2°7)" = (= 1,5) 2 7Z)27 x Z./]2° * Z.

Para mostrar lo afirmado anteriormente iniciamos probando que [5| = 2° >
2¢=2 lo cual se obtiene si probamos que

5270 =142 (méd 29), Ve >3

Pues si s < e — 2, entonces s < e — 3 y de esto e — 3 = s + [. Sustituyendo
este valor de e — 3 en la congruencia anterior y usando que el orden de 5 es
2% se tiene

570 = (57)% =1 (méd 2°).

Usando la congruencia a probar se tendria que 2¢ divide a 2°7!, lo cual es
imposible para e > 1.

Si e = 3 no hay nada que probar. Supongamos que la congruencia anterior
se verifica para e > 3. Aplicando el Teorema 3.3.7 con p = 2, a = 52 " y
b =1+ 2°"! se obtiene

2e—3 2 2e=2 __ e—1\2 ‘ e+1
(5*7") =57 = (1+277")" (méd 24).

Un cdlculo sencillo muestra que (1 + 2°71)? = 1 + 2¢ (mdd 2°™1), lo cual
termina el paso inductivo. Por otro lado se tiene |—1| = 2. Afirmamos que
(—=1) N (5) = {1}, pues en caso contrario 5 + 1 es divisible por 2¢ y como
e > 3 entonces 4 divide a 5* + 1, lo cual es imposible debido a que 4 divide
a 5* — 1. Con lo probado hasta aqui se tiene que (Z/2°Z)" contiene al sub-
grupo (—1)(5) cuyo orden es 2 - 2% > 222 = 2¢71. También se tiene que
(Z/2¢Z)"| = ¢(2°) = 2°71, y esto implica
(Z)2°Z)" = (=1,5) 2 Z/27 x Z.]2° % .

ii) Si e = 1, la conclusion es exactamente el Corolario 3.3.1. Supongamos
e > 2. La conclusion ii) del Teorema 3.3.5 implica que G = (Z/p°®Z)" tiene
orden (p — 1)p®~!. La prueba concluird si probamos que

G=Z/(p—1)ZxZ/p 7.
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Sea f : (Z/p°Z)* — (Z/pZ)* el homomorfismo natural definido por f(b) =
b+pZ. Es claro que f es sobre y su nticleo es B = {b € G | p divide a b — 1}.
Por el Primer Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.6.1), B es la p-parte de
G, mas ain, G = B x A, con A un subgrupo de orden p — 1. Note que el
elemento 1 +p € B.

Afirmacién: B = (1 + p). Puesto que |B| = p°~!, es suficiente mostrar que

(1+p)" 21 (méd p),

pues la anterior no congruencia implicard que |1 + p| = p~
La no congruencia se probara por induccion, siendo inmediata para e = 2.
Supongamos e > 3, entonces n := e —2 > 1. Como 1 +p = 1 (méd p), el
Teorema 3.3.7 implica (1+p)?" " =1 (méd p") 6 (1+p)*" " =1 (méd pe2).
Por hipétesis inductiva se tiene (14 p)*** 2 1 (méd p==1), por lo que (1 +
p)pe_3 = 1+ kp2 con (k,p) = 1. Elevando a la p la anterior ecuacién se
obtiene

1

e—2

1+p” = (Q+kp?)°
= 1+ pkpe_Q + e+ kppp(e_2)
= 1+kp“ ! (méd p°).

La condicién sobre k implica 1+kp®~! #Z 1 (méd p®), de lo que se obtiene (1+

p)P"" 2, probando lo afirmado. Por lo observado més antes, G = A x B con

Bx A
A un subgrupo de orden p — 1. Por otro lado se tiene que 5= 3 >~ A,

de donde se concluye
G=(Z/pZ) x LIy " L=Lp" (p—1)Z. m

El teorema anterior tiene como corolario al siguiente resultado el cual es muy
importante en teoria de ntimeros.

3.3.9 TEOREMA Sean un entero positivo, entonces (Z/nZ)" es ciclico <=
n=2,4,p°2p° cone>1 yp impar.

Demostracion. Si n tiene la forma indicada entonces el teorema anterior im-
plica que G = (Z/nZ)" es ciclico. Note que (Z/2p°7Z)" = (Z/p°Z)". El
reciproco se obtiene notando que si G = A X B con A y B grupos abelia-
nos de orden 2r y 2s respectivamente, entonces GG no es ciclico pues para
todo (z,y) € G, (z,y)** = (1,1), es decir G no tiene elementos de orden
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|G| = 4rs. Si n tiene dos factores primos impares, entonces el Teorema 3.3.4
implica que G tiene dos factores de orden par, por el comentario anterior G
no es ciclico. Los restantes casos se tratan de manera analoga. m

El Teorema 3.3.3 afirma que los automorfismos de un grupo ciclico, forman
un grupo abeliano. El siguiente teorema caracteriza a los grupos abelianos
con grupo de automorfismos abeliano.

3.3.10 TEOREMA Sea G un grupo abeliano finito. Entonces Aut G es abe-
liano <= G es ciclico.

Demostracion. <= Teorema 3.3.3.

(= Como G es abeliano, entonces G tiene una descomposicién canénica de la
forma G = C; & --- @ C}, con C; ciclico para todo ¢ = 1,..., k. Aplicaremos
induccién sobre k. Lo supuesto sobre G garantiza que k > 2. Si k = 2
entonces G = C] @ Cy. Sean (x) = (4, (y) = Cy entonces los elementos de
G se representan de manera unica en la forma ix + jy, con 1 < i < |z] y
1 < j <|y|. Definiendo f y g como:

fliz +jy) .= (i +j)x +jy, gliz + jy) :== jo + 1y,

se verifica que f,g € Aut G (se prueba que f es inyectivo y g suprayectivo)
y fog # go f, es decir, Aut G no es abeliano, contradiciendo la hipdtesis
sobre Aut G. Supongamos que k > 2, entonces G = C; @ Co ®C5D - - - @ Cy,.
Mostraremos que Aut (C; & Cy) — Aut G, con lo que aplicando el caso k = 2
se concluira que Aut G no es abeliano, contradiciendo nuevamente la hipotesis
sobre Aut G. Sea f € Aut (C) & Cy), f se extiende a un automorfismo de G
como sigue

fleie+cea+ - +e)=flaa+e)+ez+ -+ e

Con esto se ha mostrado lo que se queria. m

3.3.1 EJERCICIO Sea G un grupo tal que Aut G es ciclico. ;Puede ocurrir
que G no sea abeliano? Sugerencia: revise el Teorema 3.3.1 y el Ejercicio 5
pagina 41.

3.3.2 EJERCICIO Sea G un grupo abeliano finito tal que |G| > 2. Demuestre
que |Aut G| es par.
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Concluya de los ejercicios anteriores que si G es un grupo finito, entonces
Aut G no es ciclico de orden impar > 1.

3.3.3 EJERCICIO Sea G un grupo el cual contiene un subgrupo propio de
indice < 4. Demuestre que G no es simple.

3.3.4 EJERCICIO Sea G un grupo abeliano de exponente k. Demuestre que
(Z/kZ)" — Aut G. Sugerencia. Si (a, k) =1, la funcion f, : G — G definida

por fo(x) = x* es un automorfismo de G.

3.3.1 PROBLEMA Sea G un grupo finito tal que Aut G es abeliano, ;qué se
puede decir de G ?

3.3.2 PROBLEMA Dado un grupo finito G. ;Cudles son los grupos finitos

que satisfacen Aut X = G 7 Una referencia para estos problemas es: H.K.
Iyer, Rocky Mountain Journal, vol. 9. 1979, paginas 653-670.

3.3.1. Ejercicios

1. Sea G un grupo finito, 7' € Aut G tal que T'(z) = x implica z = e.
Demuestre que para todo g € G existe x € G con g = x71T(x).

2. Sea (G un grupo finito, 7' € Aut G. Si T satisface:
a) T(x) = x implica z = e
b) T? = idg.
Demuestre que G es abeliano.

3. Sea G un grupo y H < G. Si para todo f € Aut G se tiene que f(H) C
H, H se dice caracteristico.
a) Para todo grupo G, Z(G) es caracteristico.
b) Todo subgrupo normal de Sylow de G es caracteristico.

c) Si K<aGy (|K|,[G: K]) =1, entonces K es caracteristico.



Capitulo 4

Grupos solubles y nilpotentes

En este 1ltimo capitulo se considera una clase especial de grupos, los llamados
grupos solubles. Estos grupos se relacionan estrechamente con problemas de
solubilidad de ecuaciones polinomiales por radicales. Iniciamos haciendo ex-
plicitos algunos conceptos y terminologia, entre estos el concepto de subgrupo
caracteristico, el cual en particular es normal.

4.1. Subgrupos caracteristicos

4.1.1 DEFINICION Sea G un grupo, H y K subgrupos de G, [H, K| deno-
tard al subgrupo generado por {hkh™'k=' | h € H, k € K}. Note que si
H = K =G, entonces [H, K| es simplemente el subgrupo derivado de G.

Aunque ya dimos la definiciéon de subgrupo caracteristico, dada su importan-
cia, la hacemos explicita.

4.1.2 DEFINICION Sea G un grupo, H < G. Se dice que H es un subgrupo
caracteristico de G, denotado H car G, si f(H) C H para todo f € AutG.

4.1.1 EJempLO 1. Si G es un grupo y G' denota al subgrupo derivado
de G, entonces G' es caracteristico, pues dado f, automorfismo de G
y a,b € G, se tiene f(aba™'b™') = f(a)f(b)f(a)"1f(b)7, por lo que
f(G") C@.

2. 81 G es un grupo y Z(G) denota al centro de G, entonces Z(G) es
caracteristico, pues si a € Z(G), f es un automorfismo de G y x € G,
entonces existe b € G tal que f(b) = x, y de esto se obtiene f(a)r =

99
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F(a)f(8) = f(ab) = f(ba) = f(B)f(a) = wf(a), probando que f(a) €
2(Q).

4.1.1 OBSERVACION Si H car G, entonces H <1 G.

El siguiente resultado establece algunas propiedades elementales de subgru-
pos caracteristicos.

4.1.1 TEOREMA Sea G un grupo, H y K subgrupos de G.
(i) St H car K y K car G, entonces H car G.

(i) Si H car K y K < G, entonces H<1G.

(i11) Si H <1 G, entonces f(H) <G para todo f € Aut (G).
(i) Si HC K, Hcar G y K/H car G/H entonces K car G.

Demostracion. (i) Sea f € Aut (G), como K car G entonces fix € Aut (K);
la hipétesis sobre H implica fix(H) C H, probando que H car G.

(ii) Dado f, € Inn G, las hip6tesis sobre H y K implican que f,(H) C H, es
decir H < G.

(iii) Sean f € Aut (G), g € Gy h € H. Mostraremos que gf(h)g™' € f(H),
lo cual se obtiene debido a que g = f(x) para algin x € G y zhz™' € H.
(iv) Sea f € Aut (G), lo supuesto sobre H implica que f induce un elemen-
to f € Aut(G/H) definido por f(gH) = f(g)H. La conclusién se obtiene
invocando la hipétesis sobre K/H. m

4.2. Grupos nilpotentes
Dado un grupo G, se define una sucesién de subgrupos como sigue:
L1<G) = Ga L2<G) = [Ga G]7 R LZ(G) = [Li—l(G)’G]v VieN.

La sucesién antes definida tiene las siguientes propiedades

4.2.1 TEOREMA Sea G un grupo, entonces:

(i) Li(G) car G para todo i.
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Demostracion. (i) Aplicaremos induccién sobre i. Para i = 1,2 es claro pues
Li(G) = Gy Ly(G) = G, los cuales son caracteristicos. En general se verifica
facilmente lo siguiente. Si f : G — G es un homomorfismo y H y K son
subgrupos de G, entonces f([H,K]) = [f(H), f(K)], en particular esto se
cumple si f € Aut (G) y H = L;(G).

(ii) La primera parte se obtiene notando que L;(G) es un subgrupo normal de
G, y de esto se concluye que [L;(G),G] C L;(G), es decir, L;11(G) C L;(G).
La segunda parte se deduce de la primera y del hecho general siguiente, el

cual es inmediato. Si H y K son subgrupos normales de G entonces H/K C
Z(G/K) <= [H,G]C K. m

4.2.1 DEFINICION Un grupo G se dice nilpotente si existe m € N tal que
L. (G) = {e}. Sim es el menor entero que satisface L,, = {e}, m — 1 se
llama el indice de nilpotencia de G.

4.2.1 OBSERVACION G es abeliano <= Ly(G) = G' = {e}, es decir, los
grupos abelianos no triviales son de indice de nilpotencia uno.

En conexién con la sucesién L;(G), la cual es decreciente, hay otra, la llamada
serie central definida como sigue: Zy(G) = {e}, Z1(G) = Z(G), y en general
para i > 1, Z;(G) es el subgrupo de G correspondiente a Z(G/Z;—1(G)), bajo
el teorema de la correspondencia. Aplicando induccién sobre 7 y el Teore-
ma 4.1.1 (iv) se obtiene que Z;(G) car G para todo i. El siguiente resultado
expresa la relacién entre las sucesiones que se han definido y proporciona
otra definicién de grupo nilpotente.

4.2.2 TEOREMA Un grupo G es nilpotente <— Z,,(G) = G para algin
m. Si G tiene indice de nilpotencia m — 1, éste es el menor entero tal que

mel(G) = G

Demostracion. > Supongamos que G tiene indice de nilpotencia m — 1.
Mostraremos que L,,_, C Z, para todor € [0, m—1], en particular L; = G C
Zm—1 de lo cual la conclusiéon se obtendra. La prueba es por induccién sobre 7.
Si r =0, entonces L,, = {e} = Zy. Supongamos que L,,_; C Z; y probemos
que L1 € Z;yq. El Teorema 4.2.1 (ii) garantiza que L,,_;_1/Lyu—; C
Z(G/Ly,—;). En general se tiene el siguiente hecho.

4.2.1 HECHO Sea f : G — G un epimorfismo, entonces f(Z(G)) C Z(Gy).
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Demostracion. (del Hecho) Sea f(z) € G, con x € Z(G). Dado y € G existe
b € G tal que y = f(b), por lo tanto yf(z) = f(b)f(z) = f(bx) = f(xb) =
f(z)f(b) = f(x)y. Una de las igualdades intermedias se tiene por pertenecer
x al centro de G. m

(Regreso a la prueba del teorema) Por hipétesis L, ; € Z;. Aplicando el
Tercer Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.6.4) se obtiene

G _ G/Ln;

Zi ~ ZifLni’
de hecho el isomorfismo proviene de la proyeccion

G G
s
Lm—i Zi7

T 7(gLm—s) = 9Z;.

La proyecciéon 7 es obviamente un epimorfismo, entonces se tiene la hipétesis
necesaria para poder aplicar la Observacion 4.2.1, es decir, 7(Z(G/L,,_;)) C
Z(G/Z;). Como se noté antes, Ly,—(i41)/Lim—i € Z(G/Lyp—;) y de esto

(L (is1)/Lon—i) = Lm0 Zi/Z: C Z(G/Zi) = Zis1/Zi. Probando la im-
plicacién.

<= Supongamos que Z,,(G) = G para algin m. Se probara que L, C Z,,_,
para todo r € [0,m], en particular L,,+1 C Zy = {e}, lo que terminard la
prueba. Aplicaremos induccién sobre r. Sir =0, L; = G = Z,,. Suponga-
mos que L; C Z,,.1_;. Por definicion de L;;, y de Z,,41_; se tiene L;;; =
[Ll,G] Q [Zm+1_i,G] y Zm—i—l—i/Zm—i Q Z(G/Zm_l), esto ultimo 1mphca
(Zmi1-4,G] € Z,,—;, concluyendo que L1 C Z,,_;. m

El siguiente resultado expresa algunas propiedades de grupos nilpotentes.

4.2.3 TEOREMA (i) Los subgrupos e imdgenes homomorfas de grupos nil-
potentes son nilpotentes.

(i1) El producto directo de grupos nilpotentes es nilpotente.
(i1i) Los p-grupos finitos son nilpotentes.

Demostracion. (i) En general se tiene que H < G implica L;(H) C L;(G),
por lo tanto, si G es nilpotente, H es nilpotente. Supongamos que H < G,
entonces Z(G)H/H < Z(G/H) y por induccién se deduce que la imagen de
Z;(QG) esté contenida en Z;(G/H), por lo que Z,,(G/H) = G/H para algin
m.
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(ii) Aplicando induccién sobre el nimero de factores es suficiente probar
que si A y B son grupos nilpotentes, entonces A x B es nilpotente. Note que
Z(AxB) = Z(A)x Z(B). El resultado se obtiene aplicando el Teorema 1.7.2.
(iii) La conclusién se obtiene inmediatamente recordando que el centro de un
p-grupo finito es no trivial. m

4.2.4 TEOREMA Sea G un grupo nilpotente y H un subgrupo propio, enton-
ces H # Ng(H).

Demostracion. Sea n el mayor entero tal que Z, C H y Z, 1 no esta con-
tenido en H, tal entero existe por ser Z,, = G para algin m. La eleccion
de n implica Z,, # Z,1. Por otro lado tenemos [Z,.1,G] C Z, C H, pues
Zni1/Zn = Z(G/Z,), por lo tanto [Zn41, H| C [Z,11, G| C H. De la defini-
cién de Ng(H) y la tltima inclusion de conjuntos se obtiene 7,1 C Ng(H).

[ ]
El siguiente resultado establece una equivalencia para grupos nilpotentes
finitos, la cual resulta ser de gran utilidad en las aplicaciones.

4.2.5 TEOREMA Sea G un grupo finito, entonces G es nilpotente <— G
es isomorfo al producto directo de sus subgrupos de Sylow.

Demostracion. <= Se obtiene combinando las partes (ii) y (iii) del Teore-
ma 4.2.3.

(= Es suficiente mostrar que los p-subgrupos de Sylow de G son normales,
lo cual se tiene del Teorema 4.2.4 y del Ejercicio 1, pagina 70. m

4.3. Grupos solubles

4.3.1 DEFINICION Un grupo G se dice soluble, si existe una sucesion de
subgrupos

G=GyDG D--DG,={e}

tal que Gi11 < Gy y G;/Giy1 es abeliano para todo i. La sucesion anterior se
llama una sucesion soluble.

4.3.1 TEOREMA (i) Imdgenes homomorfas y subgrupos de grupos solubles
son solubles.

(ii) Sea H <G tal que H y G/H son solubles, entonces G es soluble.
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(i1i) El producto directo de grupos es soluble <= cada factor lo es.
(iv) Los grupos nilpotentes son solubles.
(v) Si G es soluble no trivial, entonces G' # G.
Demostracion. i) Sea H < G con G soluble, entonces existe una sucesién
G=GyD>G D DG, ={e}

que satisface la Definicion 4.3.1.
Afirmacién: la sucesion

H=HNGyD>DHNG; D> ---DHNG, =A{e}
también satisface la definicion citada. La condicién G;1; < G; implica
HNGi < HNGy, Vi=1,...,n—1.

Aplicando el Segundo Teorema de Isomorfismo, Teorema 1.6.3, pagina 42, se
obtiene

HNG, HNG, . Gu(HNG) _ G

HNGi (HNG)NGiyr Git ~ Gy

Esto tltimo y la hipétesis sobre G;/G;y1 implican que H NG, /(H NGy 1) es
abeliano, probando lo que se afirmé. Sea G soluble y H <1 G, mostraremos
que G/H es soluble. Sea

G=GyD>G D DG, ={e}

una sucesion soluble. Las condiciones H << G y G411 < G; implican que G =
HGy D --- D HG,, = H D {e} satistace (HG;41)/H < (HG;)/H para
todo i, pues dado Hg;(Hgiy1)Hg; " = Hgiging; ' € (HGin)/H, gi € Gi,
gi+1 € Gi11. Consideremos la sucesién de subgrupos de G/H:

G_HGOD DHG”—{e}
H H H 7
Aplicando el Tercer Teorema de Isomorfismo, Teorema 1.6.4 pagina 43, a dos

términos consecutivos de la sucesion anterior se obtiene

. = To .~ — (%)
HGi/H  HGip HGi
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Por otro lado se tiene que G;11 C G; N HG;1 C G;. Aplicando nuevamente
el Tercer Teorema de Isomorfismo obtenemos
Gi/Giv ~ G ~ (HGi41)G; (%)
(GiNHG;41)/Giy1 GiNHGi1 HGiy1

El dltimo isomorfismo en la cadena anterior de isomorfismos se debe al Se-
gundo Teorema de Isomorfismo, Teorema 1.6.3, pagina 42. Combinando (x)
y (*x%) se concluye que el primer miembro de (*) es abeliano, probando que
G/H es soluble.

(ii) Si H y G/H son solubles, el Teorema de la correspondencia, Teore-
ma 1.6.5, pagina 44, garantiza que existen subgrupos G =Gy D Gy D --- D
H tales que G;11 <G, y G;/G;i11 es abeliano. La hip6tesis sobre H completa
la anterior sucesiéon a una soluble.

(iii) &= Cada factor directo es isomorfo a un subgrupo de G. Aplicando la
parte (i) del teorema se concluye que los factores son solubles.

<= Se obtiene por induccién sobre el nimero de factores aplicando la parte
(ii) del teorema, para lo cual hay que notar que si G = G X - - - X G,, entonces
G/ngGl X "'Gi—l XGi—l—l X XGn.

(iv) Si G es nilpotente, el Teorema 4.2.1, pagina 101 implica que la sucesién
{L;(G)} es una sucesién soluble.

(v) Como G es soluble no trivial, existe un subgrupo propio G; tal que G/G;
es abeliano y de esto se concluye que G C G por lo que G # G'. m

Dado un grupo G se definen los conmutadores superiores de G como sigue
G'=[G,G)], G" = [G",G"], en general G+Y =[G GD] para todo i € N.
El siguiente teorema proporciona una definiciéon de grupo soluble en términos
de los conmutadores de un grupo.

4.3.2 TEOREMA Sea G un grupo, entonces G es soluble <= G™ = {e}
para algun n.

Demostracion. = Sea G = Gy D G; D --- D G, = {e} una sucesién
soluble.

Afirmacion. G; O G para todo 4, en particular G™ = {e}. Aplicaremos
induccién sobre i. Para i = 0 es claro. Supongamos que G; O G, entonces
G+ .= [GW GU] C [G;, Gi] = GY. Por hipétesis G;/Gyy1 es abeliano, por
lo tanto G(;11) 2 G} 2 G+ | concluyendo la prueba de lo afirmado.

<= Los G’s constituyen una sucesién soluble, pues G car G para todo i
y GO /G es abeliano. m
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4.3.3 TEOREMA Sean > 5, A, < S, el subgrupo alternante. Entonces A,, =
Al

Demostracion. Es suficiente mostrar que todo 3-ciclo es un conmutador, pues
A, es generado por 3-ciclos. Sea (ij k) un 3-ciclo, es directo verificar que
(ijk) = (kji). Comon > 5, existen [,m € [1,n] \ {4, 7, k}. Entonces

(i k), GR)Im)] = (ijk)(jk)(Em)(ij k)~ (k) (Im)] ™
(17 k)G k) (Lm)(k 3 ) (5 k) (Lm)
= (k)G R)(EjI)(GF)
(ki)
(i7F)

kji

ij k)L

La tercera igualdad se debe a que (I'm) es de orden 2 y conmuta con los ciclos
ajenos a éste. En general se tiene [z,y]™! = [y, z], por lo tanto (ij k) € A.,.
=

4.3.1 COROLARIO S,, no es soluble para todo n > 5.

Demostracion. Si S, es soluble, entonces A, también lo es, Teorema 4.3.1
(i), pagina 104, entonces A/ # A,, Teorema 4.3.1 (v), contradiciendo lo
establecido en el Teorema 4.3.3. m

4.3.4 TEOREMA El subgrupo alternante A, es simple para todo n > 5.

Demostracion. Primero daremos una prueba del Teorema 4.3.4 para el caso
n = 5, después presentamos la prueba del caso general. Sea H un subgrupo
normal maximal de As. El Teorema 4.3.3 y lo supuesto sobre H implican
que As/H es simple y no abeliano de orden < 60. Aplicando el Ejercicio 19,
pagina 71, se tiene que | A5/ H| = 60, de lo que se concluye H = {e}, probando
que A,, es simple. En la prueba del teorema se usara el siguiente:

4.3.1 HECHO Sin > 5 entonces todos los 3-ciclos son conjugados en A,.

Demostracion. (del hecho) Sea (ijk) un 3-ciclo, por el Teorema 2.1.9, pagi-
na 60, existe o € S, tal que (ijk) = 0(123)0~!. Si o € A,, hemos terminado,
de otra forma defina 7 = ¢(45). Como o es impar y (45) también, entonces
7 € A,. Uno verifica que 7(123)77! = (ijk). m

Regreso a la prueba del Teorema 4.3.4. El Ejercicio 5, pagina 62, garantiza
que A, esta generado por 3-ciclos. Por el hecho anterior, es suficiente mostrar
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que si H # {e} es un subgrupo normal en A,,, entonces H contiene un 3-ciclo.
Como |H| > 1, entonces existe un primo p que divide al orden de H y por el
Teorema de Cauchy, Teorema 2.3.1, pagina 66, existe o € H tal que |o| = p,
entonces o es producto dep-ciclos, digamos que el nimero de p-ciclos es k.
CASOIp>3.Seac = (ajas---ap)---. Noteque (ajas -+~ a,) "t = (aja, - - - az),
entonces se tiene por un calculo directo, o(ajasaz)o™(ajazas) = (a1a4as) €
H.

CASO Il p =3y k > 1 (en el caso £k = 1 no hay trabajo que realizar,
pues o es un 3-ciclo). Sea o = (ajasaz)(asasag) - -+ entonces se verifica que
o(ayasay)o(aragas) = (ayasazasas) € H y se ha regresado al caso I.

CASO I p = 2.

[II(a) k¥ = 1, digamos que o = (ajas), entonces o(ajasasz)o " (ajazas) =
(alagag) € H.

I(b) k =2, 0 = (ajas)(azay), entonces o(ajasas)o~(ajasas) = (a1aza3) €
H.

III(c) k > 2, 0 = (a1a2)(asaq)(asag) - --. Un célculo directo demuestra que
o(ajazas)o™(ayasas) = (ajas)(azag) = oy € H y se argumenta con oy
como en I11(b). m

4.3.5 TEOREMA (EXTENSION DEL TEOREMA 2.1.10) Sin>5yl<k<
n, entonces A, no contiene subgrupos de indice k.

Demostracion. Aplicar la técnica del Teorema 2.1.2 y el Teorema 4.3.4. m

4.3.6 TEOREMA (VERSION FUERTE DEL TEOREMA 1.5.3) Sea G un gru-
po finito.

Entonces G es ciclico <= para cada divisor k, de |G| existe a lo mds un
subgrupo de orden k.

Demostracion. & La misma prueba que en el Teorema 1.5.3.

<= La hipdtesis sobre G y los teoremas de Sylow implican que los p-subgru-
pos de Sylow de GG son normales, por lo tanto G es nilpotente, Teorema 4.2.5,
pagina 103. Para terminar la prueba es suficiente mostrar que los subgrupos
de Sylow de G son ciclicos, es decir el problema se ha reducido a probar
que si un p-grupo P tiene a lo méas un subgrupo de orden p" para cada n,
entonces P es ciclico. Sea |P| = p*. Aplicaremos induccién sobre k, siendo
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claro para k£ = 1. Supongamos que el resultado es cierto para todos los p-
grupos con cardinalidad < |P|. Como P es un p-grupo, entonces el centro de
P, Z(P) tiene cardinalidad al menos p, de lo cual se obtiene |P/Z(P)| < |P|.
El Teorema de la Correspondencia, Teorema 1.6.5, pagina 44, implica que
P/Z(P) contiene a lo mas un subgrupo de orden p™ para cada n, por lo tanto
la hipétesis inductiva implica que P/Z(P) es ciclico, lo cual a la vez implica
que P es abeliano. La conclusion final se obtiene aplicando el Teorema 3.1.9,
péagina 83. m

Nota Final. Durante la elaboracion de este texto se consultaron varias re-
ferencias, entre las que se encuentran: [4], [5], [7], [9], [10], [11], [12], [13],
[14], [15], [17], [18], [19], [20], [21], [23], [24]. En ellas, el lector interesado
encontrara otros enfoques y discusiones mas amplias de los temas tratados
aqui.

4.3.1. Ejercicios

1. Sea G un grupo de orden p3q, con p y ¢ primos. Demuestre que G es
soluble. Nota: este resultado se cumple en una situacion mas general.
Si |G| = p"¢™ entonces G es soluble (Teorema de Burnside).

2. Sea n # 4, entonces S, no tiene subgrupos de indice k, con 2 < k < n.
Sugerencia: use los Teoremas 2.1.2, 4.3.4 y el hecho que Z(S,) = {e}
para n > 3.

3. Pruebe el siguiente caso especial del teorema de Burnside: Si |G| = pg™
y p < q entonces G es soluble.

4. Sea GG un grupo finito no trivial. Si G es soluble, entonces G contiene
un subgrupo normal abeliano H # {e}; si G no es soluble, entonces G
contiene un subgrupo normal H # {e} tal que H = H'.

5. Sea GG un grupo finito. Entonces G es nilpotente <= todo subgrupo
maximal es normal.

6. Demuestre que los siguientes enunciados son equivalentes.

a) Todo grupo de orden impar es soluble.

b) Todo grupo simple finito tiene orden par.

Nota: El primer inciso fue probado por Feit y Thompson en 1963.
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Sea GG un grupo nilpotente de orden n y m un divisor de n. Demuestre
que G contiene un subgrupo de orden m. ;Es cierto el resultado para
grupos solubles?

Sea G nilpotente. Demuestre que |Z(G)| > 1.
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